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Résumé. — Soit X une variété projective et lisse sur un corps fini F. On 
s'intéresse au groupe de cohomologie non ramifiée H^^^.{X, Q/Z(2)). Un fais- 
ceau de conjectures implique que ce groupe est fini. Pour certaines classes de 
solides, on a H^^.{X,Q/Z{2)) = 0. Savoir si c'est le cas pour tout solide 
(variété de dimension 3) est un problème ouvert. Lorsqu'un solide X est fibré 
au-dessus d'une courbe C, de fibre générique une surface projective et lisse 
V sur le corps global F(C), la combinaison de Q/Z(2)) = et de la 

conjecture de Tate pour les diviseurs sur X a pour conséquence un principe 
local-global de type Brauer-Manin pour le groupe de Chow des zéro-cycles de 
la fibre générique V. Ceci éclaire d'un jour nouveau des investigations com- 
mencées il y a trente ans. 

Abstract. — Let X be a smooth projective variety over a finite field F. We dis- 
cuss the unramified cohomology group Hf^^{X, Q/Z(2)). Several conjectures 
put together imply that this group is finite. For certain classes of threefolds, 
Hf^^{X, Q/Z(2)) actually vanishes. It is an open question whether this holds 
for arbitrary threefolds. For a threefold X equipped with a fibration onto a 
curve C, the generic fibre of which is a smooth projective surface V over the 
global field F(C), the vanishing of iï3^.(X, Q/Z(2)) together with the Tate 
conjecture for divisors on X implies a local-global principle of Brauer-Manin 
type for the Chow group of zero-cycles on V . This sheds a new light on work 
started thirty years ago. 
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Introduction 

À une variété X projective, lisse, et géométriquement connexe sur un corps 
k, on associe ([13], [8]) des groupes de cohomologie non ramifiée 

WjX,Q/Z{z-l)), z>l, 

qui sont des invariants birationnels. Pour i = 1 ce groupe classifie les 
revêtements abéliens étales de X. Pour i = 2, on obtient le groupe de Brauer 
Br{X). Pour tout i, ils satisfont une propriété de rigidité [8, Thm. 4.4.1]. 

On s'intéresse ici au groupe H^^{X, Q/Z(2)) et à ses liens avec le groupe 
de Chow CH'^{X) des cycles de codimension deux modulo l'équivalence 
rationnelle. Ceci a déjà fait l'objet de deux articles récents, l'un de Claire 
Voisin et du premier auteur [20], l'autre du deuxième auteur [42]. Dans ces 
articles, il est établi que : 

- Pour k un corps fini ou algébriquement clos, pour tout nombre premier / 
différent de la caractéristique, le groupe H^^j.{X, Qi/Z^(2)) est extension 
d'un groupe fini Ci par un groupe divisible. Le groupe Ci est le sous- 
groupe de torsion du conoyau de l'application cycle CH'^{X) ® — )■ 
Hi{X,U2)). 

- Si A; = F est un corps fini, Hf^^(X, Q/Z(2)) est fini si X appartient à une 
certaine classe i?Tatc(IF) qui contient conjecturalement toutes les variétés 
projectives et lisses. 

Il se trouve, et c'est le point de départ de cet article, que le groupe 
H^^{X,Q/Z{2)) intervient dans l'étude des zéro-cycles sur les variétés 
définies sur un corps global. Dans ce domaine, on a la conjecture suivante 
[16, 45, 65, 9] : 
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Conjecture 7.2. Soit K un corps global. Soit l un nombre premier 
différent de la caractéristique de K. Soit V une variété projective et lisse, 
géométriquement connexe sur K. S'il existe une famille {z^} de zéro-cycles 
locaux de degrés premiers à l telle que, pour tout élément A G Br(y){/}, on 
ait 



alors il existe un zéro-cycle de degré premier à l sur V. 

Cette conjecture a fait l'objet d'un certain nombre de travaux, l'un des plus 
récents étant l'article [81] de O. Wittenberg. 

Un lien entre la conjecture 7.2 et la cohomologie non ramifiée de degré 3 
est donné par l'énoncé suivant. 

Théorème {cf. Théorème 7.4). Soit X une variété projective lisse de dimen- 
sion Sfibrée au-dessus d'une courbe C sur un corps fini F, la fibre générique 
étant une surface lisse géométriquement intègre V sur K = F(C). Soit l ^ 
car (F) un nombre premier. On suppose que : 

(i) L'application cycle 



Alors la conjecture 7.2 vaut pour pour la K -variété V. 

En combinant ce théorème et un résultat récent de Parimala et Suresh ([58], 
Théorème 4.4 ci-dessous), on établit l'énoncé suivant (cas particulier de notre 
théorème 7.8) : 

Théorème. Soient F un corps fini de caractéristique p différente de 2, et 
C, S, X des variétés projectives, lisses, géométriquement connexes sur F, de 
dimensions respectives 1, 2, 3, équipées de morphismes dominants X — j- S* — ?■ 
C, la fibre générique de X ^ S étant une conique lisse, la fibre générique de 
5 — 7- C étant une courbe lisse géométriquement intègre. Supposons satisfaite 
la conjecture de Tate pour les diviseurs sur la surface S. Soit V/¥{C) la fibre 
générique de l 'application composée X ^ C. 

Si la ¥{C)-surface V porte une famille de zéro-cycles locaux de degrés 1 
orthogonale au groupe de Brauer de V, alors il existe un zéro-cycle de degré 
une puissance de p sur V. 

Parimala et Suresh établissent en effet que l'on a H^^{X,Qi/'Zi{2)) = 
pour les variétés ci-dessus et l ^ p. Dans leur article, ils établissent le 




CH\X)^Qi^ Hl{X,Qiil)) 
est surjective (conjecture de Tate en codimension 1). 
(ii) OnaHl{X,Qi/Zi{2))=0. 
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théorème ci-dessus pour S = : dans ce cas la conjecture de Tate est bien 
connue. 

Détaillons maintenant le contenu de l'article. 

Au §1, on décrit les outils de cohomologie motivique utilisés dans l'article. 
La suite exacte (1.5) est particulièrement importante. 

Au §2, on donne une nouvelle preuve d'une partie du théorème 1 . 1 de [42] 
sur la structure du groupe H^^{X, Q/Z(2)), lorsque le corps de base est un 
corps fini F (et plus généralement un corps à cohomologie galoisienne finie 
en /). 

Aux §§3, 4 et 5, on se penche sur la taille du groupe H^j.{X, Q/Z(2)) pour 
X projective et lisse sur un corps fini. 

Au §3, on explique, avec un peu plus de détails que dans [42], comment cer- 
taines conjectures impliquent sa finitude. On exhibe des classes importantes 
de variétés qui vérifient cette conclusion : citons ici la proposition 3.2 et le 
théorème 3.18. 

Pour X de dimension au plus 2, le groupe Hl^{X, Q/Z(2)) est nul (voir la 
proposition 3.1). On donne au §4 deux cas de divisibilité de ce groupe pour 
X de dimension 3. 

Question 5.4. Pour X/¥ une variété projective et lisse de dimension 3, a-t-on 

Hl{X,Q/Z{2))=01 

L'analogue de cette question pour les variétés complexes a une réponse 
négative, comme l'ont montré de nombreux exemples (cf. [20, §5]). 

On a H^j.{X, Q/Z(2)) = pour plusieurs classes de variétés X de dimen- 
sion 3 géométriquement uniréglées ([58], [11]). Par ailleurs, pour une variété 
complexe X de dimension 3 uniréglée, on peut grâce à un théorème de C. Voi- 
sin montrer H^,{X, Q/Z(2)) = ([20, Thm. 1.2]). Ceci motive : 

Conjecture 5.7. Pour X/¥ une variété projective et lisse de dimension 3 
géométriquement uniréglée, on a H^j.{X, Q/Z(2)) = 0. 

Au §6.1, on fait de la descente galoisienne sur les groupes H^j.{X, Q/Z(2)) 
et CH'^{X) pour X une variété projective, lisse, géométriquement connexe 
sur un corps F a priori quelconque. On étudie en particulier le groupe 

Ker {HliX,Q/Zi2)) ^ Hl(X,Q/Zi2))) , 
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OÙ X = X Xp Fs pour une clôture séparable Fs de F ; on relie ce noyau 
à la A'-théorie du corps des fonctions de X. Lorsque F est de dimension 
cohomologique < 1, ceci donne un premier contrôle sur les noyau et conoyau 
de la restriction 

CH\X) -> CH\Xf, 
où G = Ga\{Fs/F) (théorème 6.3). 

Au §6.2, on applique les résultats du §6.1 au cas des variétés sur les corps 
finis. Des résultats connus sur la i^-cohomologie de telles variétés [14, 28], 
et qui reposent sur les conjectures de Weil démontrées par Deligne, nous per- 
mettent alors d'établir le : 

Théorème 6.8. Soit F un corps fini. Soit F une clôture algébrique de 
F, et soit G le groupe de Galois de F sur F. Soit V une ¥-variété pro- 
jective, lisse, géométriquement intègre. Soit M le module galoisien fini 
0; H^iy , Zi(2)){/}. On a alors une suite exacte 

^ Ker {CH^iV) CH\V)) H\G, M) 

^ Ker {Hl{V, Q/Z(2)) ^ Hl{V, Q/Z(2))) 

^ Coker {CH\V) CH\vf) 0. 

Au §7, on rappelle les conjectures locales-globales générales de [9] sur les 
zéro-cycles dans le cas des variétés sur un corps global K = F(C) de ca- 
ractéristique positive, et on montre comment le théorème de Parimala et Sur- 
esh [58] permet d'établir ces conjectures pour des surfaces fibrées en coniques 
au-dessus d'une courbe de genre quelconque, lorsque l'on suppose la conjec- 
ture de Tate pour les surfaces sur F (Théorème 7.8). On établit en particulier 
les deux théorèmes cités au début de l'introduction. 

Au §8, nous considérons les variétés projectives et lisses sur un corps global 
quelconque. Pour le groupe Hl^{V, Q/Z(2)) d'une telle variété V, nous for- 
mulons des questions et conjectures étroitement liées d'une part aux conjec- 
tures pour les variétés sur un corps fini discutées au §5, d'autre part à une 
conjecture faite en 1981 par Sansuc et le premier auteur pour V surface ra- 
tionnelle sur un corps de nombres [16]. On voit comment le théorème 7.8 est 
parallèle aux résultats déjà obtenus pour les surfaces fibrées en coniques au- 
dessus d'une courbe sur un corps de nombres, sous l'hypothèse que le groupe 
de Tate-Shafarevich de la jacobienne de la courbe est fini (cf. [81]). 
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Notations. — Étant donné un groupe abélien A, un entier n > et un 
nombre premier /, on note A[n] le sous-groupe de A formé des éléments an- 
nulés par n, et on note A{1} le sous-groupe de torsion /-primaire de A. On 
note Adiv son sous-groupe divisible maximal. 

1. Les outils 

1.1. Cohomologie non ramifiée. — Soient k un corps et X une fc-variété. 
Pour tout nombre premier / différent de la caractéristique p de k, tout entier 
n > 0, tout entier j G Z et tout ouvert U C X, on dispose du groupe de co- 
homologie étale Hl^{U, iifn). En faisceautisant ces groupes pour la topologie 
de Zariski sur X, on obtient des faisceaux WxifJ'fJ)- On peut faire la même 
construction en remplaçant iifj par Qi/Zi{j) = lii^^ fifj. 

On définit les groupes de cohomologie non ramifiée Hl^{X, pif^) et 
Hi^{X, Qi/Zi{j)) par les formules 

KriX,f^fJ)=H\X,'H^{^ifJ)) 

et 

WJX,Qi/Uj)) = H\x,n^{Qi/Ujm. 

Comme il est expliqué par exemple dans [8], la conjecture de Gersten pour 
la cohomologie étale, établie par Bloch et Ogus [3], permet pour X/k lisse et 
intègre, de corps des fonctions k(X), d'identifier ces groupes à 

Ker(i7^(MX),/.f)^ H^~\k{x), fif^-')) 

et 

Kei{H\k{X)MilUj))^ H^-\k{x),qi/Zi{j-l))), 

où X parcourt l'ensemble des points de codimension 1 de X, le corps k{x) 
est le corps résiduel en x et les flèches sont des applications résidus en coho- 
mologie galoisienne associées aux anneaux de valuation discrète Ox,x- Ceci 
permet de montrer que les groupes ^f„^) et H^j.{X, Qi/Zi{j)) sont des 

invariants /c-birationnels des A;-variétés intègres projectives et lisses. Pour de 
telles variétés, ceci permet de les identifier aux groupes de cohomologie non 
ramifiée introduits par Ojanguren et le premier auteur dans [13]. 

Une conséquence de la conjecture de Bloch-Kato (maintenant un 
théorème, grâce à plusieurs auteurs, parmi lesquels nous citerons par ordre 
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alphabétique Rost, Suslin, Voevodsky, Weibel) est que pour i > 1 les groupes 

sont la réunion, et non seulement la limite inductive, des groupes iî* j, {X, 

En utilisant les complexes de de Rham-Witt (Bloch, lUusie, Milne), pour 
X régulier de type fini sur un corps k de caractéristique > et z > 0, on 
définit des groupes 

(1.1) H\X,Z/p^{j)) := Hl;\X,iy^{j)) 

W{X,Q,/Z,{j)) := \u^^W{X,Z/p^j)) 

où i'n{j) est le faisceau de Hodge-Witt logarithmique de poids j et de niveau 
n, d'où des groupes Hi^{X, %/Zp{i - 1)) [42, déf. 2.7, App. A]. 
Pour i> 1, et X lisse sur un corps k, on définit : 

Hl{X, - 1)) = Hl{X, Qi/Zlit - 1)). 

1.2. Complexes motiviques. — Le présent article, tout comme l'article 
[42], utilise de façon cruciale les complexes Z(2), version moderne des com- 
plexes r(2) de Lichtenbaum, et leurs propriétés. On notera que celles-ci ne 
font intervenir que le théorème de Merkurjev-Suslin ; la conjecture générale 
de Bloch-Kato n'est pas utilisée dans [42] ni dans le présent article — alors 
qu'elle l'est, en degré 3, dans l'article [20]. 

Les complexes F (2) et Z(2) sont des objets de la catégorie dérivée des 
faisceaux sur le petit site Zariski d'un schéma X ; on note leurs étalifiés avec 
un indice ét. Étant donné une variété X lisse (voire un schéma régulier de type 
fini) sur un corps k d'exposant caractéristique p et un entier n inversible sur 
X, on a des triangles exacts ("suites de Kummer et d'Artin-Schreier") dans 
cette catégorie dérivée : 

(1.2) r(2) ^ r(2) /if r(2) ^r(2)^z/,(2)[-2] ^ 

(Lichtenbaum [49, 50], Kahn [37]), et leur variante "moderne" 

(1.3) Z,t(2) ^ Zét(2) ^ /if A, Z6t(2) ^ Z,t(2) ^ z/.(2)[-2] A 
Ces derniers sont des cas particuliers de triangles exacts 

(1.4) Z,tW^Zét«^/if Zétiz) ^ Z,,{i) ^ ur{z)[-z] ^ 

où Vrii) est le faisceau de Hodge-Witt logarithmique de poids i et de niveau 
r si p > 1, et est par définition si p = 1. On renvoie à [42, th. 2.6] pour les 
détails et les références. 
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1.3. Cohomologie motivique et /C-cohomologie. — Certains des groupes 
d'hypercohomologie de complexes motiviques utilisés dans le présent article 
ont été étudiés dans le passé, en particulier dans l'article [14], dans le contexte 
de la À'-cohomologie. Ils apparaissent aussi comme groupes de Chow supé- 
rieurs (Bloch). 

Rappelons ici que l'on note /Cj x les faisceaux Zariski sur un schéma X as- 
sociés au préfaisceau qui à un ouvert U associe le groupe Ki{H^{U, Ox)), où 
Ki{A) est le i-ième groupe de A'-théorie d'un anneau commutatif A, comme 
défini par Quillen. 

Pour la commodité du lecteur, nous répétons ici les identifications (voir [37, 
Thm. 1.1 et Thm. 1.6] et [42, §2]) entre les divers groupes qui nous intéressent 
ici. 

Proposition 1.1. — Pour X une variété lisse sur un corps, on a des isomor- 
phismes canoniques 

CH\X,2)^H\X,1C2) 
CH\X,1)^H\X,JC2) 
CH\X) = CH\X,0) ~ H\X,}C2) 

1.4. CH^ et Hf^^. — Notons que dans la proposition ci-dessus, les isomor- 
phismes entre groupes de cohomologie Zariski et étale s'arrêtent en degré 3. 
Outre le triangle exact (1.3), la suite exacte 

(1.5) ^ CH\X) ^ IîUX,Z{2)) ^ Hl{X,Q/Z{2)) ^ 

joue un rôle central dans le présent article. Avec le complexe r(2) de Lich- 
tenbaum [49] à la place de de Z(2), cette suite apparaît pour la première fois 
(mais de façon pas complètement explicite) dans un article de Lichtenbaum 
([50], Thm. 2.13, sa démonstration, et remarque 2.14), où elle est établie à 
la 2-torsion près. Toujours avec le complexe F (2), elle est établie en toute 
généralité dans [37, Thm. 1.1]. Sous la forme moderne ci-dessus, la suite est 
établie dans [42, Prop. 2.9]. 

1.5. Descente. — Enfin on fait de la descente galoisienne sur l'hypercoho- 
mologie des complexes Z(2). Dans [20], on fait cela sur les complexes de 
Gersten en i^-théorie, comme cela avait été fait par Raskind et le premier 



^eL(x,r(2))^H,2,(x,r(2)) 

^ML(^,Z(2))^H^,(X,Z(2)); 

^eL(x,r(2))^Hi(x,r(2)) 

^HL(X,Z(2))^H3,(X,Z(2)); 

^eL(x,r(2)) 

..HL(^,Z(2)). 
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auteur dans [14], à la suite de Spencer Bloch. Dans divers articles, et en par- 
ticulier [36, 37], le second auteur a montré l'utilité de la descente galoi sienne 
sur l'hypercohomologie étale des complexes r(2) ou Z(2). 



2. Cycles de codimension 2 et non ramifié 

Soit / un nombre premier. On dit qu'un corps k est à cohomologie galoi- 
sienne finie en l s'il ^ car(A;) et si, pour tout module galoisien fini M d'ordre 
une puissance de / et tout entier i > 0, les groupes de cohomologie H^k, M) 
sont finis. Ceci implique que pour toute /c- variété X les groupes de cohomo- 
logie étale Hl^{X, M) sont finis. Exemples de tels corps : les corps algébri- 
quement clos, les corps finis, le corps des réels, les corps p-adiques, les corps 
locaux supérieurs dont la dernière caractéristique résiduelle est distincte de /. 

La considération de tels corps simplifie l'exposition de l'application cycle, 
et la démonstration du théorème principal de cette section. 

Le lemme suivant est bien connu et très utile : 

Lemme 2.1. — Soient A un groupe abélien et l un nombre premier. On a une 
application naturelle 

(2.1) A®Zi^\^^A/r. 

(i) Pour tout n > 0, cette application induit modulo l"^ un isomorphisme 

{A®Zi)/r ^ Ajr. 

(ii) Le Zi-module ^im^ A/l"' est de type fini si et seulement si A/l est fini. Si 
c'est le cas, lafièche (2.1) est surjective. 

(iii) Soit T un groupe abélien de torsion. Le groupe T Ç^Zi s 'identifie natu- 
rellement au sous-groupe de torsion l-primaire de T. 

Démonstration. — Démontrons simplement (ii). Soit B C Am\ sous-groupe 
de type fini engendrant A modulo /. On vérifie par récurrence sur n que les 

applications de groupes finis B/l"^ —H- A//" sont surjectives. D'où la surjec- 
tivité des Ker/^i+i — )■ Ker/„, qui entraîne la deuxième des surjections 

B®Zi — ^ lim B/r — ^ lim A/r. 

i n ' i n ' 

□ 
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2.1. L'application cycle. — Soit X une A;-variété lisse, et soit / un nombre 
premier. 

Supposons d'abord l distinct de la caractéristique de k. Puisque k est à 
cohomologie galoisienne finie en /, le groupe 

(2.2) HliXM^) = ]^^HiiX,f^%^) 

est un Zr module de type fini (lemme 2.1). 

Supposons maintenant kfini de caractéristique p et X projective. Alors les 
groupes H^^(X, Z/j9"(î)) de (1.1) sont finis [55, cor. 1.12], et on peut définir 
Zp(z)) comme en (2.2) : c'est un Zp-module de type fini. 

Dans les deux cas cités, on dispose d'applications classe de cycle 

(2.3) CH\X) ®Zi^ Hll{X, Ziii)) {i > 0) 

définies comme limites projectives des applications classe de cycle usuelles : 

CH\x)/r Hli{x, z/r(z)). 

Pour / 7^ p, celles-ci sont construites dans [32]. Pour / = p, une construc- 
tion est donnée dans [27], et une construction équivalente dans [55]. Une autre 
est donnée dans [42, §3.1] ; il est probable, mais non démontré, que les deux 
constructions coïncident. 

2.2. Énoncé du théorème. — 

Théorème 2.2. — Soient l un nombre premier, k un corps à cohomologie 
galoisienne finie en l, et soit X une k-variété lisse. Soit M le Zi-module de 
type fini 

M = Coker {CH'^{X) Hl{X, Z;(2))) . 

Le quotient de Hl^{X, Qi/Z;(2)) par son sous-groupe divisible maximal est 
le groupe fini Mtors. 

Si k est fini et X est projective, cette assertion s'étend à l = p, caractéristique 
de k. 

Ce théorème est un cas particulier d'un théorème du second auteur [42, th. 
1.1] valable sur un corps quelconque, les classes de cycle étant à valeurs dans 
la cohomologie étale continue de Jannsen. Le cas où le corps de base est le 
corps des complexes avait été considéré par C. Voisin et le premier auteur 
dans [20]. 

La méthode que nous utilisons ici, spécifique au cas des corps à cohomolo- 
gie galoisienne finie, repose sur un argument de comptage. Elle a été reprise 
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par Alena Pirutka [61] pour étudier, pour tout i entier, le conoyau de l'appli- 
cation 

Coker {CH\X) ® ^ Z;(2))) 

pour X projective et lisse de dimension d sur un corps k à cohomologie ga- 
loisienne finie en /, avec application particulière au cas i = d — 1 lorsque k 
est un corps fini. 

2.3. Démonstration du théorème. — Cette démonstration fonctionne uni- 
formément pour l ^ p ou pour / = p, en prenant la définition de la classe de 
cycle p-adique de [42] . 

On considère la suite exacte fondamentale (1.5) 

^ CH\X) ^ mUX, Z(2)) ^ Hl{X, Q/Z(2)) ^ 0. 

On la tensorise avec Z^ . Cela donne 

^ CH\X) ®Zi^ mi{X, Z(2)) ® Z, ^ Hl{X, Qi/Zi{2)) ^ 0. 

Du triangle exact (1.3) on déduit la suite exacte de groupes abéliens 

(2.4) ^ Hl,(X,Z(2))/r ^ Hi{X,^^f) ^ H|,(X, Z(2))r] ^ 0. 
Les flèches 

Hl(X,Z(2)) ^ e^,(x,z(2))/r ^ Hi{X,^f) 
induisent des flèches 

Hl,(X,Z(2)) -> JimH^,(X,Z(2))/r ^ Jim /xf^^) = Ht,{X,U2)) 

n n 

(où la dernière égalité est ici une définition) et donc une flèche 

(2.5) 01 : Mi{X, Z(2)) ® Z, H^.iX, Zi{2)). 

De (2.4) et de la finitude de H^^{X, nf^), on déduit la suite exacte de Zr 
modules de type fini 

^ l^Hl,(X,Z(2))/r ^ Hi{X,U2)) ^ l^Hf,(X,Z(2))[r] ^ 0. 

n n 

Le terme de droite est sans torsion, car c'est un module de Tate. Comme 
^m^ El|^(X, Z(2))//" est un Z;-module de type fini, il résulte alors du lemme 
2.1 (ii) que l'application 6i de (2.5) a son conoyau sans torsion. 

S'il p, l'application composée 

CH\X) H|,(X, Z(2)) Hi{X, Zi{2)) 

est l'application cycle classique [42, Rem. 3.1]. Sïl = p, il en est de même 
avec la définition de [42] (ibid.). 
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Considérons alors le diagramme commutatif de suites exactes 



(2.6) 



eo 



où la flèche 6^0 est induite par le reste du diagramme. L'image de cette flèche 
est évidemment de torsion. Notons 



9 : Hl{X,Qi/Zi{2)) ^ M,^,, 

l'application induite. On a vu que la flèche verticale médiane a son conoyau 
sans torsion, et le diagramme montre que ce conoyau s'identifie à celui de 6o. 
Ainsi 9 est surjective. 

Par définition de la flèche M%{X, Z(2)) ® ^ H^ti^, Zi{2)), pour tout 
n > 0, le diagramme suivant commute 



(Ht,(x,z(2))®zo//" e^,(x,z(2))/r 

H^,{X,Z,{2))/r i/^(X,/if„^) 

La flèche a est un isomorphisme (lemme 2.1 (i)). La flèche d est une injec- 
tion, d'après (1.3). On conclut que c est injectif. 

Notons K = H^^{X,Qi/Zi{2)). Passant au quotient modulo /" dans le 
diagramme (2.6), on voit que c induit une injection 

00 mod /" : K/r ^ M/l"". 

On a vu que Ôq induit une surjection 6 : K Mtors- On conclut que 6 induit 
un isomorphisme 

e mod /" : K/r Mtors//". 
Le groupe Mtors est fini, en particulier d'exposant 1^ fini. Pour n > e, la 
projection naturelle Mtors//"^^ Mtors//" est donc un isomorphisme. Il en 
résulte que pour n > e, les flèches 

A7/"+l ^ K/r ^ Mtors//" 

et Mtors — ^ Mtors//" sout dcs isomorphismes. Ainsi pout tout tel n, rK = 
r^^K. Le sous-groupe rK c K est donc un groupe divisible, c'est le sous- 
groupe divisible maximal i^div de K, et le quotient de K par i^div s'identifie 
au groupe fini Mtors- 
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On a donc montré que le quotient K = H^^{X, Q;/Z;(2)) par son sous- 
groupe divisible maximal s'identifie au sous-groupe de torsion du conoyau de 
l'application cycle 

CH\X)®Zi^Hi{X,Zi{2)), 
sous-groupe de torsion qui est fini. 

2.4. Remarques. — 

Remarque 2.3. — On a vu dans la démonstration que la flèche 6i de (2.5) 
a un conoyau sans torsion. On en déduit l'énoncé suivant : toute classe a E 
Hl{X, Z;(2))tors est dans l'image de M%{X, Z(2)) ® Zi. Dans [42, cor. 3.5], 
il est démontré que le noyau de 9i est divisible, ce qui implique que a provient 
mêmedee|t(X, Z(2))tors ^ i^UX, Z(2)) ® Z^t^,, (voir lemme 2.1 (iii)), 
donc en particulier de EI|^(X, Z(2)). 

Si k = C, si X est projective et si on remplace Z(2) par r(2), ce der- 
nier énoncé est dû à Lichtenbaum [50, th. 2.15]. L'argument ci-dessus évite le 
théorème de Lieberman, utilisé dans [50], selon lequel l'équivalence homolo- 
gique coïncide avec l'équivalence numérique sur les cycles de codimension 2 
(théorème reposant in fine sur le théorème (1,1) de Lefschetz). 

Si l'on lit cet énoncé à la lueur de la suite exacte 

^ CH\X) ^ WUX,Z{2)) ^ Hl{X,QlZ{2)) ^ 0, 

on voit que le corollaire 2.16 de [50] implique que les contre-exemples de 
Atiyah et Hirzebruch à la conjecture de Hodge entière pour les cycles de co- 
dimension 2 donnent des exemples sur C avec Q/Z(2)) ^ (voir 
[20]). 

Remarque 2.4. — Soit X une variété projective, lisse, géométriquement 
connexe sur un corps fini F. Supposons H^^{X, Qi/'Li{2)) fini (comme on le 
verra au §3, c'est peut-être toujours le cas). La proposition 4.3.5 de Saito-Sato 
[66] établit alors le résultat suivant, cas particulier du Théorème 2.2 : l'ordre 
de Hl^^[X, Qi/Zi{2)) est égal à l'ordre du sous-groupe de torsion du groupe 

Coker {CH\X) ®Zi ^ Hl{X,Zi{2))) . 

3. Finitude de non ramifié : résultats et conjectures 

Commençons par un rappel. 
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Proposition 3.1. — Soit k un corps algébriquement clos. Pour toute k- 
variété lisse X de dimension d < 2 (resp. pour tout corps de fonc- 
tions K/k en au plus 2 variables), on a H'l^{X,Q/Z{2)) = (resp. 
H^^{K/k,Q/Z{2)) = 0). La même conclusion est vraie si k est fini et X 
proj active. 

Pour la torsion première à p = car{k), le résultat est clair sur un corps 
séparablement clos (la dimension cohomologique du corps de fonctions k{X) 
est au plus 2) ; sur un corps fini, il est dû à Sansuc, Soulé et au premier auteur 
[17, Rem. 2 p. 790]. Pour la p-torsion, le résultat sur un corps algébriquement 
clos est dû à N. Suwa [76, lemma 2.1] et sur un corps fini à K. Kato [44, cor. 
p. 145], qui se repose sur des résultats de M. Gros [26]. Enfin, le passage des 
variétés projectives lisses aux corps de fonctions découle de la résolution des 
singularités en dimension < 2 (Abhyankar) grâce à [8, prop. 2.1.8]. 

3.1. Correspondances et motifs birationnels. — 

Proposition 3.2. — Soit k un corps fini ou un corps séparablement clos. Soit 
X une k-variété projective, lisse, géométriquement intègre. Supposons qu 'il 
existe un domaine universel Q contenant k, une surface Y projective et lisse 
sur k et un k-morphisme f : Y ^ X qui induit une surjection 

/. : CHoiYn) ® Q ^ CHo{Xn) ® Q. 

Alors pour tout l premier distinct de la caractéristique de k, le groupe 

HliX,Qi/M2)) 

est fini, et il est nul pour presque tout premier l. 

Démonstration. — Soit d la dimension de X. Soit Ax C X X la dia- 
gonale. Par un argument utilisé par S. Bloch [2, Lecture 1, Appendix], l'hy- 
pothèse assure l'existence d'un entier X > tel que la classe de N.Ax E 
CHd{X XfcX) soit la somme de la classe d'un cycle Zi G g^{CHd{Y x^X)), 
et d'un cycle Z2 G CHd{X X) de restriction nulle à CHd{X x^U) pour 
U un ouvert de Zariski non vide de X. 

(Détaillons légèrement cet argument. Soit K le corps des fonctions de X, 
qu'on suppose plongé dans Q. Un argument de transfert montre facilement 
que l'hypothèse implique la surjectivité de l'homomorphisme 

CHo{Yk) ® Q a CHo{Xk) ® Q. 
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Si z est un 0-cycle de à coefficients rationnels qui s'envoie sur la classe 
du point générique de X, un relèvement de z àY x X fournit le cycle Zi 
cherché.) 

Les groupes de cohomologie galoisienne Hl^(»,Qi/'Li{j)) associés aux 
corps contenant k satisfont les axiomes des modules de cycles de Rost [63, 
(1.11)]. Avec les notations de [63] et [52], le groupe A^(X,M) associé à 
M = Hl^{», Q;/Z/(j)) sur une A;-variété projective et lisse X est le groupe 
HI{X,Qi/Uj)). 

On dispose donc d'un diagramme commutatif 

Hi{Y,Qi/Zi{2))xCHd{YxkX) 




Hl{XM'Li{2)) X CH,{Y XkX) Hl{X,Qi/Zi{2)). 




Hl{X,Qi/Zi{2)) X CHd{X XuX) 

Dans ce diagramme, les flèches diagonales sont des accouplements de cor- 
respondances fournis par la théorie de cycles de Rost [52, 21]. La commuta- 
tivité du diagramme résulte d'un cas particulier d'une formule de projection 
mentionnée dans [52, §1] et établie par F. Déglise [21, Prop. 5.9 (3)]. 

L'égalité 

iV.Ax = Zi + Z2 G CHd{X Xk X) 

permet de décomposer la multiplication par N sur H^j.{X,Qi/'Li(2)) en la 
somme de Zi * et D'après [52, Prop. 3.1], = 0. 

La nullité de H^^{Y, Qi/Zi{2)) (Proposition 3.1) et le diagramme ci-dessus 
donnent Zi ^, = 0. 

On voit donc que l'entier N annule Hf^^(X, Qi/Zi{2)). D'après le théorème 
2.2, le groupe Hf^^(X, Q//Z/(2)) est extension d'un groupe fini par un groupe 
/-divisible. Ceci achève la démonstration. □ 

Remarque 3.3. — L'hypothèse de la proposition 3.2 est satisfaite si la variété 
est rationnellement dominée par le produit d'une surface et d'un espace pro- 
jectif. Un autre exemple non trivial est celui de Bloch-Srinivas, [4, ex. 1 p. 
1242]. Si k est de caractéristique zéro, l'hypothèse est conjecturalement très 
proche de la nullité des groupes de cohomologie cohérente H^{X, Ox) pour 
i > 3. 

Démonstration alternative de la proposition 3.2. 
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Lemme 3.4. — Soit A le quotient de la catégorie des groupes abéliens par 
la classe de Serre des groupes abéliens d'exposant fini. Pour l ^ car k, 
considérons H^^{—,Qi/Zi{2)) comme un foncteur de la catégorie des 
variétés projectives lisses vers A. Alors : 

(a) Ce foncteur s'étend en un foncteur sur la catégorie J^^^{k,Q) des 
motifs de Chow effectifs à coefficients rationnels. 

(b) Ce nouveau foncteur passe au quotient à travers la catégorie A4°{k, Q) 
des motifs de Chow birationnels. 

Démonstration. — (a) La catégorie A est Q-linéaire et abélienne : il suf- 
fit donc de montrer que les correspondances de Chow à coefficients entiers 
opèrent sur ce foncteur. Ce fait est justifié ci-dessus. 

(b) Une définition de Ai"{k, Q) est : l'enveloppe pseudo-abélienne de la 
localisation de Ai^^{k, Q) obtenue en inversant les morphismes birationnels 
[43, cor. 2.4.2]. Il suffit donc de voir que tout morphisme birationnel induit un 
isomorphisme sur non ramifié, ce qui est bien connu. □ 

Lemme 3.5. — Soient X, Y deux variétés projectives lisses sur un corps k et 
soitj G CHdimYiX X X) (g) Q une correspondance de Chow. Supposons que 
l'application induite 

CHo{Yn)®Q^CHo{Xn)®Q 

soit surjective. Alors le motif birationnel de X est facteur direct de celui de 
Y. 

Démonstration. — C'est une variante de celle de [41, prop. 7.6]. □ 

Proposition 3.6. — Notons (Q/Z)'(2) = 0,^^^^^ Qz/Z^ (2). A/or^, sous les 
hypothèses du lemme 3.5 : 

a) Dans la catégorie A, le groupe H^j.{X, (Q/Z)'(2)) est facteur direct du 
groupe HUY,{Q/Zy (2)). 

b) Si k est à cohomologie galoisienne finie en l pour tout l ^ car A;, la fi- 
nitude de Hl{Y, (Q/Z)'(2)) implique celle de Hl^X, (Q/Z)'(2)) (dans la 
catégorie des groupes abéliens). 

Démonstration. — a) résulte des lemmes 3.4 et 3.5. b) D'après a), le groupe 
abélien Hl^{X, (Q/Z)'(2)) est d'exposant fini. Mais d'après [42, Thm. 1.1] 
ou encore d'après le théorème 2.2, pour tout / premier, ses composantes l- 
primaires sont extensions d'un groupe fini par un groupe divisible. Elles sont 
donc finies, et au total Hl^X, (Q/Z)'(2)) est fini. □ 

Les propositions 3.1 et 3.6 donnent immédiatement la proposition 3.2. □ 
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Remarque 3.7. — Si / = car A;, les arguments ci-dessus fonctionnent à 
condition de savoir que les correspondances de Chow à coefficients entiers 
opèrent sur H^^{—, Qp/Zp(2)). La technique de démonstration précédente ne 
s'applique plus, car K t-^ HT^^{K,Qp/'Lp{*)) = Hl^{K,u^{*)) ne vérifie 
pas les axiomes des modules de cycles de Rost à cause du défaut de pureté 
de la cohomologie de Hodge-Witt logarithmique. On peut toutefois utiliser 
la suite exacte (1.5), à condition de savoir que les correspondances de Chow 
opèrent sur les groupes de Chow supérieurs étales. Ce fait est rédigé dans [38, 
app. A], sous réserve de vérification de certaines fonctorialités des groupes 
de Chow supérieurs (sans la topologie étale) : ibid., A.l. 

Par ailleurs, dans la proposition 3.6 b), il faut exiger que k soit fini si on 
veut la finitude de H'^^X, Qp/Zp(2)) en conclusion. 

3.2. Une conséquence d'une conjecture de Bass. — Soit X lisse sur un 
corps k, et soit / un nombre premier distinct de la caractéristique de k. D'après 
Bloch et Ogus [3], on a les suites exactes 

Q ^ H\X,H\iif?)) ^ HUX,^^f?) 

^ HlAx.^^f) ^ CH\x)/r Hi{x,^^f) 

et par passage à la limite sur n 

^ H\X,n\Qi/Um ^ HUX,Qi/Zi{2)) 

Hl{X, Qi/ZK2)) ^ CH\X) ® Q,/Z, ^ Hi{X, QilZi{2)). 

Soit A; = F un corps fini. Supposons en outre X/F projective, lisse, géomé- 
triquement intègre. On sait (ceci utilise le théorème de Merkurjev-Suslin et 
les conjectures de Weil, voir par exemple [7]) qu'alors la dernière suite se 
réécrit 

^ CH\X){1} ^ HUXMI'^m) 

^ Hl{X, Qi/Zm) ^ CH\X) ® Qi/Zi ^ Hi{X, Qi/Z^) 

et l'on sait (voir [17]) que le groupe H?^.{X,Qi/'Li{2)) est fini, et nul pour 
presque tout /. 

L'énoncé suivant est donc connu depuis les années 1980. 

Proposition 3.8. — Soit k = ¥ un corps fini, p = car(F). Soit X/¥ projec- 
tive, lisse, géométriquement intègre. Soit l ^ p un nombre premier 
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(a) Si le groupe CH^{X) est un groupe de type fini, alors le groupe 
est de cotypefini. 

(b) Le groupe CH'^{X) / /" est fini si et seulement si le groupe H^^{X, jjifn) 
est fini. 

(c) Si le groupe H'^^{X, Qi/Zi{2)) est de cotypefini, alors pour tout entier 
n> 0, les groupes H^,{X, ^fj) et CH'^{X)/r sont finis. 

(d) Le groupe H'l^{X,Qi/Zi{2)) est fini si et seulement si l'application 
CH\X) ® Qi/Zi Hl{X, Qi/Zi{2)) a un noyau fini. 

En 1968, Bass a demandé si le groupe Kq{X) d'une variété X lisse sur un 
corps fini est de type fini. Si c'est le cas, en utilisant le théorème de Riemann- 
Roch sans dénominateurs [29, Formule (15)] cela implique que le groupe 
CH'^{X) est de type fini, et donc que le groupe H^^{X, Q//Z/(2)) est de co- 
type fini. 

3.3. Rappels sur les conjectures de Tate et Beilinson. — Soit F un corps 
fini de caractéristique p. Fixons une clôture algébrique F de F. Soit G = 

Gal(F/F). 

Soit X une F-variété projective lisse et soit i un entier > 0, enfin soit / un 
nombre premier (l = p est permis). La conjecture de Tate "cohomologique" 
pour (X, 2, /) est : 

Conjecture 3.9. — L'application classe de cycle géométrique 

CH\X)®Qi^ Hll{X,Qi{{)f 

est surjective. 

En utilisant les conjectures de Weil, on voit que cet énoncé est équivalent 
au suivant : 

Conjecture 3.10. — L'application cycle (2.3) 

CH\X)®Zi^ Hll{X, Zi{i)) 

a un conoyau fini. 

La forme "forte" de la conjecture de Tate est : 

Conjecture 3.11. — L'ordre du pôle de C,{X, s) en s = i est égal au rang du 
groupe des cycles de codimension i sur X, modulo l'équivalence numérique. 
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Cette conjecture entraîne la conjecture 3.9, cf. §3.5. 

Soit y4*(X) le groupe des cycles de codimension i sur X modulo l'équiva- 
lence numérique. On sait que c'est un groupe abélien libre de type fini. La 
conjecture de Beilinson est : 

Conjecture 3.12. — L'application CW{X) (S> Q — A^{X) ® Q est un iso- 
morphisme. 

3.4. Les classes fi (F), finum(F) et fiTatc(F). — Soit V{W) l'ensemble des 
classes d'isomorphismes de variétés projectives lisses sur F. Rappelons de 
[39, p. 978, déf. 1] : 

Définition 3.13. — a) On note B(¥) le sous-ensemble de ^(F) formé des 
variétés dont le motif de Chow (à coefficients rationnels) est dans la sous- 
catégorie épaisse rigide engendrée par les motifs d'Artin et les motifs de 
variétés abéliennes (ou de courbes, c'est la même chose). 
On dit que X est de type abélien si X G B{¥). 

b) On note fiTatellF) le sous-ensemble de B{¥) formé des variétés X vérifiant 
la conjecture 3.11 en toute codimension. 

On montre facilement que la condition X G B{¥) est équivalente à la 
suivante : il existe une variété abélienne A définie sur F telle que le motif de 
Chow de X devienne facteur direct de celui de A après une extension finie 
(ou sur la clôture algébrique). 

Propriétés 3.14. — 

(i) B{¥) est stable par produits directs. 

(ii) Si / : X — )■ F est un morphisme surjectif, alors X G B{¥) ^ F G 
B{¥) (le motif de Y est facteur direct de celui de X). 

(iii) Si X G B{¥) et dimX < 3, tout éclatement de X de centre lisse est 
dans B{¥). 

(iv) Par un résultat célèbre de Katsura-Shioda [47], les hypersurfaces de Fer- 
mat sont dans B{¥). 

(v) On sait montrer que de nombreuses variétés abéliennes sont dans 
-BTate(IF), par exemple les produits de courbes elliptiques (SpieB [73]). 
Pour d'autres exemples, voir [39, Ex. 1 c)]. 

(vi) Si X G B{¥) et dimX < 3, alors X G fiTatc(F). Cela résulte de la 
proposition 3.15 b) (ii) ci-dessous. 
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(vii) Notons i?num(IF) le sous-ensemble de V{¥) défini comme B{¥), mais 
en remplaçant équivalence rationnelle par équivalence numérique : 
il contient évidemment B{¥) et lui est égal sous la conjecture 3.12. 
D'après Milne [56, rem. 2.7], la conjecture 3.11 implique que toute 
F-variété projective lisse X a sa classe dans i?num(lF) (ce résultat utilise 
les conjectures de Weil et un théorème de Honda). Ainsi, les conjec- 
tures 3.11 et 3.12 entraînent que toute variété projective lisse est dans 

5Tate(F). 

3.5. Relations entre les conjectures 3.9, 3.11 et 3.12. — 

Proposition 3.15. — Soit (X, ï) comme ci-dessus, avec dimX = d, et soit l 
un nombre premier. Alors : 

a) La conjecture 3.11 pour {X,i) implique la conjecture 3.9 pour {X,i,l). 
Elle implique aussi, pour tout l : 

1. La condition S^{X, l) : la composition 

H^\X,Qiit)f ^ H''\X,Qiit)) H^\X,Qiit))G 
est un isomorphisme. 

2. Équivalence homologique l-adique et équivalence numérique coïncident 

sur CH\X)®Qi. 

b) Réciproquement : 

(i) La conjecture 3.9 pour (X, 1, /) implique la conjecture 3.11 pour {X, 1) 
et (X, d — 1) (et donc la conjecture 3.9 pour (X, d — 1,1)). 

(ii) Si X G B{¥), la condition S^X, l) est vraie pour tout {i, l). De plus, la 
conjecture 3.9 pour (X, z, l) et (X, d — implique la conjecture 3.11 
pour (X, i) et (X, d — i). Ces conjectures sont vraies pour i = 1. 

c) Dans les cas de b), la conjecture 3.9 ne dépend pas du choix de l. 

d) Si X G B{¥), alors X G i?Tatc(IF) <^==^ il existe l tel que X vérifie la 
conjecture 3.9 en toute codimension. 

e) Si X G B{¥), alors les conjectures 3.9 (pour tout l) et 3.11 sont vraies 
pour (X, 1) et (X, d - 1). 

Démonstration. — Cela résulte des propositions 8.2 et 8.4 de Milne [55], 
résumées dans [79, th. 2.9] : les arguments de [55, §8] sont explicitement 
rédigés sans distinction entre l ^ p et l = p^^\ 

1. et valent enl = p quelle que soit la définition de la classe de cycle p-adique, puisqu'ils 
n'en utilisent que les propriétés formelles. 
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La condition S\X,l) est équivalente à la suivante : 1 n'est pas une ra- 
cine multiple du polynôme minimal de l'endomorphisme de Frobenius sur 

D'après la partie (b) de [79, th. 2.9], la conjecture 3.11 pour {X,i) est 
équivalente à la conjecture 3.9 pour {X,i,l), jointe à la condition 1 de a). 
D'autre part, la partie (c) de [79, th. 2.9] dit que la conjecture 3.11 pour (X, i) 
est équivalente à la conjecture 3.9 pour {X, ij) et {X, d — ij) jointe à la 
condition 2 de a). Cela démontre a) et la première affirmation de b) (i), puisque 
la condition 1 de a) est connue en codimension 1. En appliquant ceci pour 
z = 1 et en tenant compte de la première affirmation de (i), on obtient la 
seconde. 

Pour / ^ p, la première assertion de (ii) résulte du fait que l'action de 
Frobenius sur H*(X, Q/) est semi-simple pour tout X E B(¥). Pour le voir, 
on se ramène immédiatement au cas où X est une variété abélienne A, et alors 
cela résulte de [39, lemme 1.9]. Pour / = p, Milne affirme que S''-{X,p) est 
encore vrai ; lUusie nous en a fourni une justification. La seconde assertion de 
(ii) en découle alors, comme ci-dessus. 

La troisième assertion de (ii) (cas i = 1) découle du théorème de Tate sur 
les endomorphismes de variétés abéliennes [77]. 

c) et d) découlent alors de b), puisque la conjecture 3.11 ne fait pas inter- 
venir /. □ 

Remarque 3.16. — Par la suite exacte de Kummer, resp. d'Artin-Schreier- 
Witt, la conjecture 3.10 et donc la conjecture 3.9 équivaut pour i = 1 à la 
surjectivité de l'application 

CH\X)(S)Zi^ Hl{X, Zi{l)) 

ou encore à la finitude du sous-groupe de torsion /-primaire du groupe de 
Brauer Br(X). En utilisant les parties a) et b) (i) de la proposition 3.15, on 
retrouve le fait connu que cette finitude ne dépend pas de /. 

Théorème 3.17. — Si X E i?Tatc(IF), la conjecture 3.9 implique la conjec- 
ture 3.12. 

Démonstration. — C'est le contenu de [39, th. 1.10]. □ 

3.6. Conséquences des conjectures de Tate et Beilinson. — Dans [39], le 
second auteur a établi un certain nombre de propriétés de la cohomologie mo- 
tivique de ces variétés. Pour les cycles de codimension 2, on a en particulier 
le théorème suivant, dont la preuve utilise le théorème 3.17. 
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Théorème 3.18 ([39]). — Soit F un corps fini et X une ¥-variété projective, 
lisse, géométriquement connexe, dans la classe i?xatc(IF). Alors : 

(a) Le groupe CH'^{X) est un groupe de type fini. 

(b) Le groupe iJ|^(X, Zf(2)) est un groupe de type fini. 

(c) Le groupe H^,lx, Q/Z(2)) est fini. 

Les énoncés (a) et (c) résultent de l'énoncé (b), cas particulier de [39, Cor. 
3.10], et de la suite exacte (1.5). 

Ainsi, en tenant compte du résultat de Milne 3.14 (vii), la combinaison des 
conjectures 3.1 1 (conjecture de Tate sur les pôles de la fonction zêta) et 3.12 
(conjecture de Beilinson sur la coïncidence de l'équivalence de Chow et de 
l'équivalence numérique à coefficients Q) implique que H^j.{X, Q/Z(2)) est 
fini pour toute variété projective lisse sur un corps fini. 

Le corollaire suivant permet parfois de montrer que H^^^{X, Q/Z(2)) est 
fini sans savoir que X est dans i?Tatc(IF). Il résulte immédiatement de la com- 
binaison du théorème 3.18, de la proposition 3.6 et de l'exemple 3.14 (vi). 

Corollaire 3.19. — Soit X/¥ une variété projective lisse. On suppose qu'il 
existe une ¥-variété projective lisse Y et une correspondance de Chow 7 G 
CHdi^riY X X) (g) Q telles que : 

(i) Fe5Tatc(F). 

(ii) 7, : CHoiVn) ® Q ^ CHo{Xn) ® Q est surjectif. 

Alors Hl^{X, Q/Z(2)) est fini. □ 

Par exemple, il suffit de trouver (F, 7) avec dim F < 3 et F G B{¥). 

3.7. Conjecture de Tate sur les diviseurs et sur les 1 -cycles. — Soit X 
une F-variété projective lisse de dimension d, et soit / un nombre premier. 
Comme on le rappellera au §7.1, on s'intéresse particulièrement au conoyau 
de l'application cycle 

CH''~\X)®Zi ^ Hlt^XMd-l)). 

dont on se demande s'il est nul. 

Supposons que la conjecture 3.9 soit vraie pour {X, 1,1). La proposition 
3.15 b) (i) implique alors qu'elle est vraie pour (X, 1, /') et (X, d—1, l') pour 
tout nombre premier /' ; de manière équivalente (conjecture 3.10), pour i = 1 
et ï = (i — 1 le conoyau de (2.3) est fini. 

Nous allons raffiner ce résultat. Pour cela, nous avons besoin de la condition 
S'*(X, /) de la proposition 3.15 a) 1 ; on y a vu (b) (ii)) qu'elle est vraie pour 
tout tout / six e B{¥). 
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Lemme 3.20. — Soit i G [0, d]. Il existe un entier N = N{X, i) > ayant 
la propriété suivante : pour l > N, si la condition S''{X, l) est vraie, alors 
l'accouplement 

Hll{XM^))xH!tHxMd-^)) 

^ Hl^XMd)) ^ Hl\X,Zi{d)) ^ Zi 
est parfait (en particulier, ses deux termes sont sans torsion). 

Démonstration. — On dispose de l'action du Frobenius géométrique F 
sur chaque Zrmodules if*(X,Z;(j)) et sur le Qr vectoriel correspondant 
H\XM3)). 

D'après Deligne [22], le polynôme caractéristique inverse det(l — Ft) pour 
cette action est un polynôme à coefficients dans Q[t] indépendant de /, et qui 
pour i 7^ 2j ne s'annule pas en t = 1. 

D'après Gabber [23], pour presque tout nombre premier /, les Z^-modules 
H^(X, Zi(j)) sont sans torsion. Il en résulte que pour presque tout premier /, 
pour i ^ 2j, H\X, Zi(j)) est sans torsion et l'endomorphisme F — 1 est un 
automorphisme de ce module, et donc H^{G, H^X, Zi{j))) = 0. 

De la suite spectrale de Hochschild-Serre, on déduit pour tout i des suites 
exactes courtes 

^ H\G,H^i-\X,Zim) HlliXM^) Hll{XM^)f ^ 0. 

On obtient donc que pour presque tout /, on a un isomorphisme de Zi- 
modules sans torsion 

Hll{XM{)) ^ HllQÏMm''- 
Soit P(t) = det(l — Ft) le polynôme caractéristique inverse de F sur 
H?l{X, Qi{i)), qui est comme on a dit dans Q[t] et indépendant de /. Écrivons 
P(t) = {t- l)"'.Q{t) dans Q[t], avec g(l) ^ 0. On a une égalité de Bézout 

(3.1) a{t){t-l) + b{t)Q{t) = leQ[t]. 

Sous l'hypothèse S\X,l), l'endomorphisme (F — 1).Q{F) s'annule sur 

Vr.= Hli(X,Qiit)),ct 

Notant Ml = H?l{X ,Zi{i)), utilisant le fait que (3.1) est à coefficients l- 
entiers pour presque tout /, on en conclut que pour presque tout / satisfaisant 
S'^{X, /), on a une décomposition 
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avec Ml sans torsion, et une égalité 

a{F){F - 1) + b{F)Q{F) = 1 G 

Ceci implique que pour presque tout premier /, si S^ {X, l) est vérifié, l'appli- 
cation composée 

Mp = M^=' ^Mi-> Ml/ {F - l)Mi = {Mi)g 

est un isomorphisme de Z^-modules sans torsion. 

Il est connu que pour tout premier / différent de la caractéristique, l'accou- 
plement de Poincaré 

H^iiX, Zi{i)) X H',1''-'\x, Zi{d - i)) ^ Zi 

est parfait modulo torsion. (Voir [82] pour une démonstration récente.) 

Ce qui précède implique que pour presque tout nombre premier / satisfai- 
sant S{X, i, l), l'accouplement induit 

H',1(X,Zi{7))g X H^i'-'\x,Zi{d - z)f ^ Zi 

est une dualité parfaite de Z^-modules sans torsion, et qui s'identifie à l'ac- 
couplement 

H^iX, Ziit)) X H',l''-'\X, Zi{d - i))) ^ Zi 

par les flèches évidentes. Pour presque tout / satisfaisant S{X, i, /), l'accou- 
plement 

Hli{X, Zi{%)) X Ef-'\X, Zi{d - i))) ^ Zi 
est donc parfait. □ 

Proposition 3.21. — Si la Conjecture 3.9 est vraie pour {X,l) (pour un 
nombre premier Iq ), alors l 'application cycle 

CH^-\X) ®Zi^ H^'^-^X, Zi{d - 1)) 

a son conoyau fini, et nul pour presque tout l. 

En particulier, cette conclusion vaut pour tout X G -B(F). 

Démonstration. — La finitude du conoyau de l'application pour chaque pre- 
mier / est un cas particulier de la proposition 3.15 b (i). 

Notons B' {X, Zi) l'image de l'application cycle (2.3) : comme l'équivalence 
homologique sur les cycles implique l'équivalence numérique, on a une sur- 
jection 

^i:B\X,Zi) ^A\X)®Zi. 
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D'après la proposition 3.15, la conjecture 3.9 pour {X, IJq) implique la 
conjecture 3.11 pour (X, 1) et {X, d — 1), donc a fortiori : 

- La conjecture 3.10 est vraie pour {X, 1, /) et {X, d — 1,1) quel que soit /. 

- La condition S^{X, l) est vraie quel que soit /. 

- Le noyau de est de torsion quel que soit /. 

Si / > N{X, 1) où N{X, 1) est l'entier du lemme 3.20, (ff'^ est bijectif 
puisque H'^'^~'^{X, Zi{d — 1)) est sans torsion. 

Considérons l'accouplement de Z-modules libres de type fini 

A\X) X A'^-^X) Z. 

Par définition de l'équivalence numérique, il est non dégénéré. Soit D son 
discriminant : pour / > D, cet accouplement devient parfait après tensori- 
sation par Z^. Si / > sup(-D, A^(X, 1)), l'accouplement du lemme 3.20 est 
également parfait, et compatible avec l'accouplement d'intersection sur les 
groupes de Chow. 

Le conoyau de B'^~\X,Zi) ^ H^'^~^{X,Zi{d - 1)) est un module de 
torsion. Montrons qu'il est nul. Soit x E H'^'^~'^{X, Zi(d — 1)) tel que Ix = 
d{y), pour y G B'^'^{X,Zi). Pour tout y' G B^{X,Zi), le produit d'inter- 
section (y, y') est divisible par /. Par conséquent, y est divisible par / dans 
A'^~^{X) ® Zi, donc dans Z/). Ceci conclut la démonstration. 

La dernière affirmation résulte de la proposition 3.15 b) (ii). □ 

Corollaire 3.22. — Si X de dimension 3 vérifie la conjecture de Tate pour 
les diviseurs, le groupe H'^^X, Q//Zi(2)) est divisible pour l » 0. 

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 3.21 et du théorème 2.2. □ 

Proposition 3.23 . — Soit F un corps fini. Soit X une ¥ -variété projective, 
lisse, géométriquement intègre de dimension d. S'il existe une extension finie 
L/¥, un domaine universel Q contenant L, une courbe Y projective et lisse 
sur L et un L-morphisme F — )■ X Xjf L qui induit une surjection des groupes 
de Chow de zéro-cycles sur le corps VL, alors pour tout l premier distinct de 
la caractéristique, le groupe 

Coker {CH'^~^{X) ®Zi^ Hl^~^{X, Zi{d - 1))) 

est fini, et il est nul pour presque tout l. 

Démonstration. — Comme le groupe de Brauer d'une courbe projective et 
lisse sur un corps fini est nul, un argument de correspondances entièrement 
analogue à celui donné dans la proposition 3.2 montre que le groupe de Brauer 
Bi{X) est annulé par un entier > 0, donc est, à la torsion p-primaire près. 
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fini. D'après la remarque la remarque 3.16, la conjecture 3.9 vaut pour {X, 1). 
On conclut alors avec la proposition 3.21. □ 

4. Divisibilité, voire nullité, de non ramifié : exemples 

4.1. Solides sur la clôture algébrique d'un corps fini. — 

Lemme 4.1. — Soient G un groupe profini et M un "Li-module de type fini 
muni d'une action continue de G. Soit M^^'^ G M le Xi-module formé des 
éléments dont le stabilisateur est un sous-groupe ouvert de G. Le quotient 
M/M^^^ est sans torsion. 

Démonstration. — a) Soit Mtors le sous-module de torsion de M, et soit 

M = M/Mtors. 

Comme Mtors est fini, on a 

lim H%U, Mtors) = Mtors, lim H\U, M^ors) = 

t/cG I/CG 

OÙ U décrit les sous-groupes ouverts de G. On en déduit une suite exacte 

^ Mtors ^ M(i) M(i) 0. 

Ainsi, M/M*^^) M/M^^^ et on peut supposer M sans torsion. 

b) Supposons M sans torsion. Comme M est un Zj-module noethérien, on 
a M^^) = M^ pour un sous-groupe ouvert U C G assez petit. Soit m E M 
tel que Im G M^^\ c'est-à-dire {u — l)(/m) = pour tout u E U. Alors 
{u — l)m = pour tout u E U, donc m E M^^K □ 

Proposition 4.2. — Soit V une variété projective, lisse, connexe de dimen- 
sion 3 sur la clôture algébrique F d'un corps fini F. Sous la conjecture de 
Tate pour les classes de diviseurs sur les surfaces sur un corps fini, pour tout 
nombre premier l différent de la caractéristique de F, le groupe 

HlivMi/m)) 

est un groupe divisible. 

Démonstration. — Il existe un corps fini F et une F-variété projective, lisse, 
géométriquement intègre X telle que V = X Xp¥. Soit G = Gal(F/F). 
D'après un théorème de Schoen ([70], voir aussi [18]), pour V de dimen- 
sion d, la conjecture de Tate pour les diviseurs sur les surfaces implique que 
l'image de la classe de cycle 
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est précisément le Z/- sou s -module des éléments dont le stabilisateur est ouvert 
dans G. Il résulte alors du lemme 4.1 que le conoyau de l'application cycle 
ci-dessus est sans torsion. Pour = 3, le théorème 2.2 implique alors que le 
groupe H^,{V, Qi/Zi{2)) est divisible. □ 

Remarque 4.3. — On notera que sur le corps des complexes on dispose de 
variétés V projectives et lisses de dimension 3 avec pour / premier convenable 
Hl^y, Qi/Zi(2)) non divisible, c'est-à-dire ([20, Thm. 3.7] ou Théorème 2.2 
ci-dessus) que la torsion du groupe 

M = Coker {CH^V) Zi ^ Hl{V,Zi{2))) 

est non nulle. De tels exemples, avec M fini, ont été donnés par KoUâr (voir 
[20, §5.3]). 

4.2. Solides sur un corps fini fibrés en coniques. — 

Théorème 4.4 (Parimala et Suresh [58]). — Soit f : X ^ S un mor- 
phisme surjectif de variétés projectives lisses sur un corps fini F de caracté- 
ristique p dijférente de 2. Supposons que S soit une surface et que la fibre 
générique de f soit une conique (lisse et géométriquement intègre sur ¥{S) ). 
Alors pour tout nombre premier l ^ p, on a 

Hl{X,Qi/Zi{2)) = Q. 

Remarque 4.5. — Remarquons que Hf^^{X,Q/Z(2)) est a priori annulé 
par 2, en particulier fini d'après le théorème 2.2. En effet, soient K = ¥{S) 
et F = ¥{X). Alors F = K{C) où C est une conique. Si c est un point de 
degré 2 de C et K' = K{c), alors F' = K'F est A''-isomorphe à K'{t). Donc 

Hl{K'l¥,<^l'L{2)) ^ HliF' /¥,Q/Z{2)) 

(l'isomorphisme est classique hors de la p-torsion ; pour celle-ci, cf. [12, ex. 
7.4 (3) et th. 8.6.1]), et le groupe de gauche est nul par la proposition 3.1. On 
conclut par l'argument habituel de transfert. 

Remarque 4.6. — Dans le théorème 4.4, le cas d'une fibration lisse est 
simple à expliquer : 

En gardant les notations ci-dessus, l'application naturelle 

H\K,Qi/Zi{2)) ^ H%F,Qi/Zi{2)) 



2. Ce résultat vient d'être étendu par A. Pirutka [60] aux fibrations en variétés de Severi- 
Brauer d'indice premier au-dessus d'une surface. 
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induit une surjection (valable en général pour le corps des fonctions d'une 
conique [74]) 

H\KMIM'^)) ^ Hl{F/K,Qi/Zi{2)) ^ 0. 

Soit /3 G H'^{K,Qi/Zi{2)). Soient s G 5 un point de codimension 1 et 
X = f~^{s) G X. Sous l'hypothèse de lissité de / : X — )■ 5, x est un point de 
codimension 1 et l'extension Os,s C Ox.x est non ramifiée ; d'où 

5x.(r/3) = rdsiP) G Br(i^(x)). 

Toujours sous l'hypothèse de lissité, la fibration en coniques est associée 
à une algèbre d'Azumaya A sur S (de dimension 4). D'après un théorème 
classique de Witt, on a 

Ker(Br(F(s)) ^ Bi{K{x))) = (A,) 

où As désigne la fibre de A en s. Mais Ag = car elle provient d'un élément 
du groupe de Brauer d'une courbe projective lisse sur un corps fini (à savoir, 
la normalisation de l'adhérence de x dans X). 

Ainsi, si (3 devient non ramifiée dans Q;/Zi(2)), alors ds{(3) = 

pour tout s G S^^\ Finalement le morphisme H^^{K/¥,Qi/Zi{2))) 
H^j.{F/¥, Qi/Z/(2))) est surjectif, et on conclut par la proposition 3.1. 



5. Questions et conjectures 

Soient F un corps fini, p = car(F) et F une clôture algébrique. Soit / pre- 
mier, l ^ p. En grande dimension, une adaptation des exemples d'Atiyah- 
Hirzebruch (voir [18]) donne des exemples de V/¥ projectives et lisses et de 
classes dans H^^{V,Zi{2))toTs qui ne sont pas dans l'image de l'application 
cycle 

On en déduit immédiatement des exemples de variétés X/¥ projectives et 
lisses et de classes dans H^^{X,Zi{2))toTs qui ne sont pas dans l'image de 
l'application cycle 

CH\X)®Zi^Hi{X,Zi{2)). 

En utilisant le théorème 2.2, ceci donne des exemples de V/¥ pour les- 
quelles le groupe H^^-iV, Qi/Zi{2)) est non divisible, et donc non nul, et des 
exemples de X/¥ avec H^^{X, Qi/Zi{2)) non divisible, et donc non nul. 
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A. Pirutka [59] a par ailleurs donné des exemples de variétés X/¥ projec- 
tives et lisses géométriquement rationnelles de dimension 5 avec 

et Hl{X, Qi/Zi{2)) fini non nul. 

Ces exemples et le paragraphe 4 laissent les conjectures et questions 
suivantes ouvertes. La première conjecture résulte de la combinaison de la 
conjecture 3.11 de Tate sur les pôles de la fonction zêta et de la conjecture 
3.12 de Beilinson, nous la répétons pour mémoire (cf. §3.6) : 

Conjecture 5.1. — Le groupe H^j.{X, Q/Z(2)) est fini pour toute X/¥ pro- 
jective et lisse. 

Question 5.2. — Existe-t-il V/¥ projective et lisse, avec H^^{V,Qi/Zi{2)) 
infini ? 

Voir [42, prop. 5.5] pour une liste de conditions équivalentes à la finitude 
de ce groupe et [42, th. 5.6] pour un exemple non trivial où cette finitude est 
établie. 

Question 5.3. — Pour V/¥ projective et lisse, de dimension 3, a-t-on 

Hl{V,Qi/M2)) = ? 

Ceci serait bien sûr le cas si l'on avait une réponse affirmative à la question 
suivante. 

Question 5.4. — Pour une variété X/¥ projective et lisse de dimension 3, 

a-t-oni/3^(X,Qi/Z,(2)) = 0? 

Remarque 5.5. — Soit X/¥ projective, lisse, géométriquement connexe 
de dimension d. On peut s'intéresser plus généralement aux groupes 
Hl^\X,Q/Z{^),i>Q. 

Le quotient Hl^{X,<^/Z) / H^{¥ est fini (Weil). La conjecture 3.9 
pour i = 1 est équivalente à la finitude de Hl^^, Q/Z(l)) = Br(X) (Tate, 
cf. [79]). 

Pour i = 0, 1, on a de nombreux exemples de variétés de dimension d = 
i + 1 pour lequelles les groupes ci-dessus sont non nuls. Il semble difficile 
de construire un tel exemple avec z = 2 et = 3 : c'est la question 5.4. 
Elle est liée à des problèmes délicats sur le groupe de Griffiths des cycles de 
codimension2 (cf. [42, §5]). 
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Remarque 5.6. — C'est un théorème de Merkurjev et Suslin que l'on a un 
isomorphisme naturel 



Compte tenu de la suite exacte rappelée au début du §3.2, on voit que la nullité 
de Qi/Z/(2)) pour X comme dans la question 5.4 est un énoncé très 

fort, car équivalent à la conjonction de : 

(a) L'application cycle CH'^{X)/l H%{X, fif^) est injective. 

(b) La restriction Hl{X, fif ) Hl{¥{X),fif) est d'image nulle. 

On dit qu'une variété géométriquement intègre de dimension d est géomé- 
triquement uniréglée si après extension finie du corps de base elle est ration- 
nellement dominée par le produit de la droite projective et d'une variété de 
dimension d — \. Pour une variété complexe X de dimension 3 uniréglée, on 
peut grâce à un théorème de C. Voisin montrer _ff^j.(X, Q/Z(2)) = [20, 
Thm. 1.2]. Une variété de dimension 3 fibrée en coniques sur une surface est 
uniréglée. Si l'on tient compte du théorème 4.4 (Parimala et Suresh) pour de 
telles variétés définies sur un corps fini, on est amené à proposer la conjecture 
suivante. 

Conjecture 5.7. — Pour X une W -variété projective, lisse, de dimension 3, 
géométriquement uniréglée, le groupe fini (remarque 3.3) H^j.{X, Qi/Zi{2)) 
est nul. 

Le cas particulier où X est géométriquement rationnelle est déjà ouvert. En 
voici un autre, qui motive en grande partie le présent article (voir le §7 et le 



Conjecture 5.8. — Soit f : X ^ C un morphisme (surjectif à fibre 
générique lisse et géométriquement intègre) de variétés projectives, lisses, 
géométriquement intègres sur un corps fini F. On suppose que C est une 
courbe et que la fibre générique de f une surface géométriquement ration- 



6.1. Descente galoisienne sur un corps quelconque. — L'énoncé suivant 
corrige et amplifie la suite "exacte" (6) de [37, p. 397]. Il est utilisé pour 
établir la proposition 6.2. 




8). 



nelle. Alors H^iX, Q//Zz(2)) = 0. 



6. Descente galoisienne 
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Proposition 6.1. — Soit F un corps d'exposant caractéristique p, et soit 
A une F-algèbre régulière semi-locale essentiellement de type fini sur F, 
d'origine géométrique et géométriquement intègre. Notons F g une clôture 
séparable de F et As = A®f Fg (qui, par hypothèse, est intègre). Alors on a 
un complexe de groupes de cohomologie étale 

H\F, Q/Z(2)) ^ Ker {H\A, Q/Z(2)) ^ H\As, Q/Z(2))) 

^ H\F,K2{As)lK2{Fs))) ^ if4(F,Q/Z(2)) ^ H\A,Q/Z{2)) 

qui est exact, sauf peut-être au terme H^{F, Q/Z(2)) où son homologie est 
l'homologie d'un complexe 

H\A,QIZ{2)) ^ H\As,Q/'L{2)f -> H^F^K^iAs)/ K^iF^)) 

oùG = Gal{Fs/F). 

Dans cet énoncé, Q/Z(2) = 0^Q//Z/(2) où, pour l ^ p, Qi/Zi{2) est un 
groupe de racines de l'unité tordues, tandis que pour l = p c'est le faisceau 
décalé i'oo{2)[—2], cf. §i. 

Démonstration. — On va suivre la technique de [37], en remplaçant les com- 
plexes r(X, 2) de Lichtenbaum par les complexes Z^ (2) de Bloch, considérés 
pour la topologie étale. Cette opération est a priori un peu désagréable, car 
ces complexes ne sont cohomologiquement bornés inférieurement que conjec- 
turalement (conjecture de Beilinson-Soulé), et on travaille avec un corps de 
dimension cohomologique éventuellement infinie. Que ce problème soit in- 
nocent est expliqué dans [42, §2.3]. 

Soit / : Spec A — )■ Spec F le morphisme structural et soit Z(A/F, 2) "la" 
fibre homotopique de Z(2) p —j- -R/*Z(2)/i, prise dans la catégorie dérivée des 
complexes de G-modules. On a une suite spectrale de Hochschild- Serre 

Ef'"^ = HP{G, ^{^{A/F, 2))) EF+^iF, Z{A/F, 2)) 

Comme Z(y4/F, 2) est un complexe a priori non borné, cette suite spectrale 
s'obtient en remplaçant ce complexe de faisceaux par un complexe quasi- 
isomorphe A'-injectif au sens de Spaltenstein, cf. [72, Th. 4.5 et Rem. 4.6]. 
Elle converge par l'argument rappelé dans [42, §2.3], ou par une variante plus 
concrète de cet argument donnée ci-dessous. 
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Considérons le diagramme commutatif de triangles exacts 



Z(A/F,2) 



Q(A/F,2) 



i'L{A/F,2) 



+1 



-> i?/.Z^(2) 



+1 



Qf(2) 



RmA{2) 



+1 



Z)f(2) 



+1 



RMQ/Z)a{2) 
+1 



+1 



La dernière ligne et la valeur de {Q/Z)f{2), (Q/Z)a(2) (1.3) montrent que 
'H'?(Q/Z(A/F, 2)) = pour g < 1. On déduit alors de la colonne de gauche 
que W{Z{A/ F,2)) est uniquement divisible pour g < 2, ce qui donne la 
première ligne de 



W{'L{A/F,2)) 



uniquement divisible pour g < 2 

K2{A,)/K2{Fs) pourg = 3 

pour g = 4 

[H^A.M/H'^))) pourg = 5 



cf. [37, Lemma 3.1]. La différence avec le calcul de [37] est le cas g < 1, où 
l'on trouve (ici ce n'est qu'une conjecture). Le reste du calcul se fait avec 
les mêmes raisonnements que dans loc. cit. 

En particulier on a E'f''^ = pourp > 0, g < 2, ce qui assure la convergence 
de la suite spectrale. 

Comme dans [36], (1.3) donne aussi une suite exacte 

(6.1) ^ Z(A/F, 2)) ^ H^{F, Q/Z(2)) ^ H^{A, Q/Z(2)) 

^ (F, Z(A/F, 2)) ^ H\F, Q/Z(2)) ^ H^{A, Q/Z(2)) ^ ... 
Donc £'2''^ = pour g < 1 et g = 2, p 7^ 0, d'où un isomorphisme 

(6.2) H\G, K2{As)/K2{Fs)) ^ M\F, Z{V/F, 2)) ^ Kerr/ 

où r] est l'homomorphisme Q/Z(2)) H^{A, Q/Z(2)) (on a utilisé 

(6.1)), et une suite exacte 

(6.3) ^ H\G, K2{As)/K2{Fs)) e^(F, Z(A/F, 2)) 

^ H5(F„ Z(^/F„ 2))^ -> K2{As)/K2{Fs)). 
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Disposons (6.3) et une partie de (6.1) en croix : pour faire tenir le dia- 
gramme dans la page, on note M = K2{As)/K2{Fs), C = Z{A/F,2) et 
Q/Z(2) = 2. 



H'\A,2) 

H'^{G, M) H5(F, C) H^[As, 2)^ H^{G, M) 

H\F, 2) 
H\A,2) 

Un argument simple [54, Lemma of the VOOth, p. 142] montre alors que 
l'homologie du complexe 

^ H\G, M) H\F, 2) ^ H\A, 2) 

en H'^(G, M) (resp. en H^(F, 2)) est isomorphe à l'homologie du complexe 

H^{F, 2) ^ H^{A, 2) ^ H^iAs, 2f H%G, M) 

en H'^{A, 2) (resp. en H^{As, 2)^). La conclusion en suit. □ 

Soit V une variété lisse géométriquement intègre sur F. Soit V^^^ l'en- 
semble des points de codimension 1 de V. Pour tout x G V^^^ le symbole 
modéré définit une suite exacte de modules galoisiens 

^ /C2(0y,,.) ^ /C2(F,(r)) Fsixy ^ 0, 

d'où une suite exacte de groupes de cohomologie 

(6.4) H\G, K2{Ov,,.)/K2{Fs)) ^ H\G, K2{F,{V)) / K^iF^)) 

^H\G, F,{xr). 

Sur un corps de caractéristique zéro et de dimension cohomologique 1, 
l'énoncé suivant est établi dans [20, Prop. 8.4]. Il sert ici, sur un corps global, 
à démontrer la proposition 8.5. 
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Proposition 6.2. — Soit V une variété lisse géométriquement intègre sur un 
corps F. Notons 

e : Hl{V,1^lZ{2)) ^ Hl{V x^F„Q/Z(2)) 

et 

U(y) = Kei{H\G,K2mV))/K,{F,)) ^ H\G, 

Les suites exactes de la proposition 6.1 se globalisent en une suite exacte 

H^{F,Q/Z{2)) Ker(e) ^ .^{V) H\F,Q/Z{2)). 

Démonstration. — Il suffit de mettre en regard les suites exactes de la pro- 
position 6.1 relatives à F{V) et aux Ov^, puis de tenir compte de (6.4). □ 

Théorème 6.3. — Soit F un corps parfait de dimension cohomologique < 1. 
Soient F une clôture algébrique de F et G = Gal{F/ F). Soit V une F- 
variété projective, lisse, géométriquement intègre. Notons V = V Xp F. On 
a alors une suite exacte 

-> Ker {GH\V) GH\vf) H\G, UiiV ,Z{2))) 
^ Ker {HliV, Q/Z(2)) ^ HHV, Q/Z(2))) 

^ Coker {GH\V) GH\vf) 0. 

Démonstration. — Considérons le diagramme commutatif 

O^GH\V) y m%{V,Z{2)) y H%V,n%Q/Z{2))) ^0 

O^GH\Vf y Ui(y,Z{2)f y H^(y,n\Q/Z{2))f 

où les lignes exactes proviennent de (1.5). Dans la suite spectrale de 
Hochschild-Serre (à laquelle on peut penser comme suite spectrale d'hy- 
percohomologie du complexe de G-modules Z{2)y) 

Er = HP{G,Ml{V,Z{2))) e^+^(y,Z(2)) 

on a -E'f''^ = pour > 2 puisque, par hypothèse, cd(G) < 1. D'après [14, 
Thm. 1.8 et Thm. 2.2] et [28] (voir aussi [42, Prop^4.17 et Rem. 4.18 ]), sur 
le corps algébriquement clos F, les groupes if°(V,/C2) — EI?^(V^, Z(2)) et 
H^{V,}C2) — H?^(y,Z(2)) sont chacun extension d'un groupe de torsion 
d'exposant fini par un groupe divisible. Il en résulte £'2 '^ = pour q = 2,3. 
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Ainsi la flèche verticale centrale dans ce diagramme est surjective de noyau 
H^{G, IHI?^(V, Z (2))), et le théorème 6.3 résulte du lemme du serpent. □ 

Remarque 6.4. — Cet argument donne de plus une suite exacte 

^ H\F, CH\V)) ^ H\F, H^,(F, Z(2))). 

Remarque 6.5. — En caractéristique zéro, la proposition 6.2 (pour cd{k) < 
1) et le théorème 6.3 sont établis dans [20, prop. 8.4 et thm. 8.5] ; la première 
est utilisée pour démontrer le second. On aurait pu suivre la même méthode 
ici, mais on n'eût obtenu le résultat qu'à la p-torsion près. 

6.2. Descente galoisienne sur un corps fini. — Pour tirer du théorème 
6.3 des conséquences pratiques, il faut contrôler le module galoisien 
H[?t(\/, Z(2)) ^ H^{V,IC2). Le théorème suivant regroupe des résultats 
de Raskind et du premier auteur [14, Thm. 2.2] pour / 7^ p et de Gros et Suwa 
[28, §3] pour / = p. 

Pour V projective et lisse sur un corps F d'exposant caractéristique p, les 
groupes H'iV, et H'^{V, Qz/Z/(j)) ci-dessous utilisés sont pour / 7^ p 

les groupes de cohomologie étale Hl^{V,Zi{j)) et Hl^{V ,Qi/Zi{j)). Pour 
l = p,ce sont ceux définis par Gros et Suwa dans [28]. 

Rappelons que le groupe H^{V ,'Li(2)){l} est fini. Pour la partie 
première à p, c'est dû à Gabber [23]. Pour la partie j>-primaire, c'est dû à 
niusie et Raynaud [34, p. 194]). 

Théorème 6.6 ([14, 28]). — Soient F un corps parfait d'exposant caracté- 
ristique p, F une clôture algébrique de F et G = Gal(F/F). Soit V une F- 
variété projective, lisse, géométriquement intègre. Soit M = M{V) le module 
galoisien fini 0^ H^ÇV, Zi{2)){l}. 

(a) Il existe une suite exacte naturelle 

O^D^ MlÇV, Z(2)) ^ M ^ 0, 

où le groupe D est divisible. 

(b) Pour tout premier l, il existe un isomorphisme naturel 

H'{V,Qi/U2)) ^ H|,(F,Z(2)){/}. 

(c) Pour tout premier l, il existe un isomorphisme naturel de groupes divi- 
sibles 

H\V,QilZi{2))^^^D{l] 
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On a la proposition (cf. [28, Prop. 4.1]) : 

Proposition 6.7 . — Soit F un corps fini. Soit V une ¥ -variété projective, 
lisse, géométriquement intègre. Soit M le module galoisienfini 

i 

On a un isomorphisme de groupes finis : 

H\G, mUV, Z{2))) ^ H\G, M). 

Démonstration. — De la suite exacte du théorème 6.6 (a) on tire la suite 
exacte 

H\G,D) H\G, mi{V,Z{2))) H\G,M) H\G,D), 

où D est un groupe divisible. Ceci implique déjà H^{G, D) = et que la 
flèche H^{G, -Dtors) H^{G, D) est surjective. D'après le théorème 6.6 (c), 
on a un isomorphisme de modules galoisiens 

0i72(F,Qz/Zi(2))div ^ Aors. 

l 

Pour tout /, on a un isomorphisme 

H\V, Zi{2)) ® Q/Z ^ H\V, Qz/Z,(2))div 
(cf. [17, p. 781]), d'où 

H\G, H\V, ZK2))) ® Q/Z ^ H\G, H\V, Zi{2)) ® Q/Z) 

^H\G,H\V,Qi/Zi{2)U,). 

On a H^{G,H^ÇV,Qi/Zi{2))di^) = pour tout premier /. En effet, ce 
groupe est un groupe de coinvariants d'un groupe divisible, donc est divisible. 
Pour / 7^ p, sa finitude, et donc sa nullité, résulte du fait que le groupe de 
coinvariants H?^(V, Zi{2))c est fini (Deligne, voir [17, §2.1]). 

Par définition H'^iV, Qp/Zp(2)) = if°(F, z/oo(2)). La finitude du groupe 
des coinvariants de ce dernier groupe sous l'action de G est établie, suivant 
O. Gabber, dans [17, §2.2, Formule (34)] . □ 

La combinaison de ce résultat avec le théorème 6.3 donne : 



CYCLES DE CODIMENSION 2 ET NON RAMIFIÉ 



37 



Théorème 6.8. — Soit F un corps fini. Soit F une clôture algébrique de 
F, et soit G le groupe de Galois de F sur F. Soit V une ¥-variété pro- 
jective, lisse, géométriquement intègre. Soit M le module galoisien fini 
@i H^{V, Zi(2)){/}. On a alors une suite exacte 

^ Ker {CH\V) CH\V)) H\G,M) 

^ Ker {HliV, Q/Z(2)) ^ HHV, Q/Z(2))) 

^ Coker {CH\V) CH\Vf) 0. 

Si l'on remplace le corps F par un corps de fonctions d'une variable sur le 
corps des complexes, on a un énoncé analogue [20, Théorème 8.7], mais il 
faut alors supposer que le groupe de cohomologie cohérente H'^{V, Oy) est 
nul. 

Corollaire 6.9. — Soit F un corps fini de caractéristique p. Soit F une clôture 
algébrique de ¥, et G = Gal(F/F). Soit V une ¥-variété projective et lisse, 
géométriquement intègre. 

(a) Si 0^ H^iy , Zi(2)){/} = on a une suite exacte 

^ CH\V) ^ GH\Vf ^ Hl{V,Qim)) ^ ^„'r(^, 0/^(2))'' 

^ i/^(F, CH'^iy)) H\¥, M^ÇV, r(2))). 

(b) SiV est une variété géométriquement rationnelle, on a une suite exacte 
^ CH\V)[l/p] ^ GH\Vf[l/p] ^ HiiV,Q/zmyp] ^ 

où pour tout groupe abélien A on note A[l/p] := A (g)^ Z[l/j>] . 

Démonstration. — L'énoncé (a) est une conséquence immédiate du théo- 
rème 6.8 et de la remarque 6.4. Soit / premier, l p. Si V est rationnelle, 
les invariants birationnels H^j.{V ,Qi/Z,i(2)) et Br(V){/} sont nuls. Comme 
montré par Grothendieck [31, (8.9)], il résulte de la suite de Kummer que le 
quotient de Br(V"){/} par son sous-groupe divisible maximal est le groupe 
fini Hl{V, Z;(l)){/}. Pour F rationnelle, on a donc HlÇV, Zi{l)){l} = et 
donc H^^{V, Z;(2)){/} = 0. L'énoncé b) résulte alors du théorème 6.8. □ 

Remarque 6.10. — La question de la surjectivité de la flèche CH'^{V) — ?■ 
CH'^{V)^ sur un corps de base fini avait été posée par T. Geisser. A. Pi- 
rutka [59] vient d'exhiber des exemples de variétés projectives et lisses sur un 
corps fini, géométriquement rationnelles, de dimension 5, pour lesquelles les 
groupes ff3^(V,Q/Z(2)) et Coker [CH^{V) GH\Vf) sont non nuls. 
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Le corollaire 6.9 (b) montre directement que, pour les variétés géométrique- 
ment rationnelles, ces deux groupes sont isomorphes à la p-torsion près. 

Soit V/¥ une surface projective et lisse, géométriquement intègre. 
Comme rappelé dans la proposition 3.1, on a Q/Z(2)) = et 

H^AV^ Q/Z(2)) = 0. Le théorème 6.8 donne donc une suite exacte 

-> H^{G, M) ^ CH^iV) CH\Vf 0. 

Comme une telle surface possède un zéro-cycle de degré 1 , cela donne aussi 
une suite exacte 

^ H\G, M) ^ Ao{V) AoÇVf 0, 

où Ao{V) C CHo{V) est le groupe des zéro-cycles de degré zéro modulo 
équivalence rationnelle. 

Le théorème de Roïtman donne un isomorphisme 

Ao{V) Albx{¥) 

entre le groupe de Chow des zéro-cycles de degré zéro modulo l'équivalence 
rationnelle et le groupe des points géométriques de la variété d'Albanese. Par 
ailleurs on vérifie que le module galoisien M est isomorphe au dual de Cartier 
D de la torsion du groupe de Néron-Severi NS de V. On obtient alors une 
suite exacte 

H\¥, D)) Ao{V) Albx{¥) ^ 0. 

On retrouve ainsi, dans le cas des surfaces, un théorème de K. Kato et 
S. Saito ([46, Prop. 9.1], voir aussi [15]). 

7. Zéro-cycles sur les corps globaux de caractéristique positive 

7.1. Conjectures sur les zéro-cycles : rappels. — Soit F un corps fini, C/F 
une courbe projective, lisse, géométriquement connexe, de corps des fonc- 
tions K = ¥{C). Pour V point fermé de C, notons K,,, le complété de K en v, 
c'est-à-dire le corps des fractions de l'anneau local complété Oc,v 

Soit X/¥ une variété projective, lisse, géométriquement connexe de di- 
mension d + 1, équipée d'un morphisme dominant p : X ^ C de fibre 
générique V/K lisse et géométriquement intègre. Soit / premier différent de 
la caractéristique de F. Notons = V K^. 

Comme expliqué dans [9, §1 et §2], on a un diagramme commutatif de 
complexes : 
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cl l^ci 

CHoiV) y H Cifo(K) y Hom(Br(y)[r],Q;/ZO. 

Dans ce diagramme, le ternie médian du complexe supérieur est un produit 
direct restreint : on ne prend que les familles {^y} telles que pour presque tout 
V, ^y est dans l'image de H?f{X Xc Spec{Oc,v), fJ'frf)- C'est une suite exacte 
(S. Saito [64]). Les flèches cl sont les applications cycle en cohomologie étale. 
La flèche Uvecw C^o(K) ^ Hom(Br(V)[/"], Q^/Z^) est induite par les 
accouplement naturels 

CHoiVy) X Br(K) ^ Br(A',) ^ Q/Z 

qui a un zéro-cycle Zy et un élément A E Bi{Vy) associe mVy(A(zy)) E Q/Z. 

A la suite de divers travaux ([16], [45], [65]), le premier auteur a formulé 
la conjecture suivante [9, Conjecture 2.2]. 

Conjecture 7.1. — Pour chaque v E C^^\ soit Zy E CHoiVy). Supposons 
que pour tout élément A E Br(\^){/}, onaitJ2v^^^v{A{zy)) = 0. Alors pour 
tout n > il existe z^ E CHqÇV) tel que pour tout v on ait cl{zn) = d{zy) E 

Elle a comme cas particulier l'énoncé suivant (voir [65, Statement (M^*), 
p. 400]) : 

Conjecture 7.2. — S'il existe une famille {zy}yfzcw, de zéro-cycles locaux 
de degrés premiers à l telle que pour tout élément A E Bt{V){1} on ait 
mVy{A{zy)) = alors il existe un zéro-cycle de degré premier à l sur V. 

Pour plus de détail sur ces conjectures, que l'on peut formuler plus généra- 
lement pour toute variété projective et lisse sur un corps global K, en particu- 
lier sur un corps de nombres, on consultera l'introduction de [81]. 

Le théorème suivant [9, Prop. 3.2] étend un théorème de Shuji Saito [65, 
Cor. (8-6)]. 

Théorème 7.3 ([9]). — Soit ¥ un corps fini, C/¥ une courbe projective, lisse, 
géométriquement connexe, de corps des fonctions K = ¥{C). Soit X/¥ une 
variété projective, lisse, géométriquement connexe de dimension d, équipée 
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d'un morphisme dominant p : X ^ C de fibre générique V/K lisse et 
géométriquement intègre. Soit l premier différent de la caractéristique de F. 
Si l'application cycle 

CH''-\X) Hl^-\X, Zi{d - 1)) 

est surjective, les conjectures 7.1 et 7.2 valent pour V. 

On ne connaît pas de contre-exemple à l'hypothèse de surjectivité dans le 
théorème 7.3. Sur la clôture algébrique d'un corps fini, voir la démonstration 
de la proposition 4.2. 

Sur un corps fini, du théorème de Lefschetz faible on déduit aisément que 
la surjectivité de 

CH^X) ® ^ H^,{X, Zi{d - 1)) 

pour toute variété projective et lisse X de dimension 3 impliquerait la surjec- 
tivité de 

CH'^-^X) Hlt\X, Ud - 1)) 

pour toute variété projective et lisse X de dimension d > 3. 

7.2. Le cas des solides fibres en coniques. — Commençons par un énoncé 
général sur les solides. 

Théorème 7.4. — Soit F un corps fini, C/F une courbe projective, lisse, géo- 
métriquement connexe, de corps des fonctions K = F(C). Soit X/¥ une 
variété projective, lisse, géométriquement connexe de dimension 3, équipée 
d'un morphisme dominant p : X — )■ C de fibre générique une surface V/K 
lisse et géométriquement intègre. Soit l premier différent de la caractéristique 
de¥. 

On suppose que : 

(i) La conjecture de Tate [79] vaut pour les diviseurs sur X, c'est-à-dire 
que l'application cycle 

CH\X)®Qi^Hl{X,Qi{l)) 

est surjective. 

(ii) Le groupe H^^ {X, Q^/Z^ (2) ) est divisible. 
Alors les conjectures 7.1 et 7.2 valent pour V. 
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Démonstration. — D'après la proposition 3.21, comme la variété X est de 
dimension 3, l'application cycle 

a son conoyau fini. D'après le théorème 2.2, la torsion de ce conoyau, donc 
le conoyau lui-même, est le quotient de de H^^{X, Q;/Z;(2)) par son sous- 
groupe divisible maximal, et par l'hypothèse (ii) ce quotient est nul. L'applica- 
tion cycle ci-dessus est donc surjective, et on peut alors appliquer le théorème 
7.3. □ 

Le lemme suivant rassemble des résultats bien connus. 

Lemme 7.5. — (i) Soit K un corps et C une K -conique lisse. U application 
naturelle Br(K) — Br(C) est surjective, et son noyau est d'ordre au plus 2. 

(ii) Soit A un anneau de valuation discrète de corps des fractions K et de 
corps résiduel k, de caractéristique différente de 2.Toute conique lisse C/K 
admet un modèle régulier Y C donné par une équation homogène — 
ay"^ — bt^ = avec a E et b de valuation ou 1. La fibre spéciale de Y/ A 
est soit 

(ii.a) une n-courbe propre, lisse, géométriquement connexe de genre zéro 
ou 

(ii.b) une n-courbe intègre qui sur une extension au plus quadratique X/k, 
est la réunion disjointe de deux droites se coupant transversalement en un 
K-point. 

(iii) Soit a G Bt{K){1} avec l G A^. Supposons que l'image de a dans 
Br(C) appartient à Br{Y) C Br(C). Alors le résidu G H^{k,Qi/Zi) 
est nul dans le cas (ii.a), et appartient à H^{X/k, Z/2) m- Z/2 dans le cas 
( ii.b). Il est en particulier nul si 1^2. m 

Proposition 7.6. — Soient F un corps fini de caractéristique p différente de 
2, et S, X des variétés projectives, lisses, géométriquement connexes sur ¥, 
X S un morphisme dominant de fibre générique une conique lisse sur 
le corps F(5'). Si la conjecture de Tate pour les diviseurs et le nombre premier 
l 7^ p vaut pour S, alors elle vaut pour X. 

Démonstration. — Soit a G Br(X){/}. Soit / un nombre premier impair. 
Sa restriction à Br(X^) est l'image d'un élément (3 G Br(F(5')). Soit x un 
point de codimension 1 sur S, et soit A = Os,x l'anneau de valuation discrète 
défini par son anneau local. Soit Y/ A un modèle de Xn/¥{S) comme dans 
le lemme 7.5 (ii). Les A-schémas réguliers propres Y/ A et X Xs Spec (A) 
ont des fibres génériques isomorphes. Par la pureté du groupe de Brauer sur 
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les schémas réguliers de dimension 2 [30, Prop. 2.3], ceci implique que a G 
Br(X;,) appartient à Br(y). Il résulte alors du lemme 7.5 (iii) que dA{a) est 
nul si on est dans le cas (ii.a) et ne peut prendre que l'une de deux valeurs 
si on est dans le cas (ii.b). Partant d'une équation — ay"^ — bt"^ = pour 
sur le corps F(5'), on voit qu'il n'y a qu'un ensemble T fini de points 
de codimension 1 de S* où l'on ne peut pas prendre un modèle du type (ii.a). 
D'après [31, Théorème (6.1)], on a la suite exacte 

^ Br(^){/} ^ Br(F(^){/} ^ H\¥iS),Qi/^i)- 

La conjecture de Tate pour la surface S dit que le groupe Br(S'){/} est fini. 
Le sous-groupe des éléments de Br(F(5'){/} dont les résidus hors de T sont 
nuls et dont les résidus aux points de T appartiennent au groupe fini 

H\X/k,Z/2) ^ Z/2 

est donc fini. Ceci implique que Br(X){/} est fini, et donc la conjecture de 
Tate vaut pour les diviseurs sur X et le nombre premier l. □ 

Remarque 7.7. — L'argument développé dans la proposition précédente a 
une portée plus générale. Soient F un corps fini de caractéristique p différente 
de 2, et S, X des variétés projectives, lisses, géométriquement connexes sur 
F, puis X — j- S" un morphisme dominant de fibre générique V = X^/F(S') 
lisse et géométriquement intègre. Supposons que pour un premier / ^ p l'ap- 
plication Br(F(5')){/} — Br(V){/} est surjective (c'est le cas par exemple si 
V est une intersection complète lisse de dimension au moins 3 dans un espace 
projectif). Supposons le groupe Br(S'){/} fini. En utilisant [79, Prop. (4.3)], le 
théorème de pureté pour le groupe de Brauer, et le comportement des résidus 
d'un élément de Br(F(S')){/} sur S par passage à X, on montre que le groupe 
Bt{X) est fini. 

Théorème 7.8. — Soient F un corps fini de caractéristique p dijférente de 2, 
et C, S, X des variétés projectives, lisses, géométriquement connexes sur F, 
de dimensions respectives 1, 2, 3, équipées de morphismes dominants X — )■ 
S ^ C, la fibre générique de X ^ S étant une conique lisse, la fibre 
générique de S C étant une courbe lisse géométriquement intègre. Soient 
K = F(C) et V la K -surface fibre générique de l'application composée 
X^C. 

Si la conjecture de Tate pour les diviseurs vaut sur la F-surface S, alors, 
pour tout l 7^ p, les conjectures 7.1 et 7.2 valent pour la K -surface V. 
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Démonstration. — D'après la proposition 7.6, la conjecture de Tate en codi- 
mension 1 vaut pour X. D'après le théorème 4.4 (Parimala et Suresh), on a 
H^j.{X, Qi/Zi{2)) = pour tout premier l p. On peut alors appliquer le 



Corollaire 7.9. — Soient F un corps fini de caractéristique p différente de 2, 
et C, S, X des variétés projectives, lisses, géométriquement connexes sur F, 
de dimensions respectives 1, 2, 3, équipées de morphismes dominants X — )■ 
S ^ C, la fibre générique de X S étant une conique lisse et la fibre 
générique de S ^ C étant une conique lisse. Alors pour tout l ^ p, les 
conjectures 7.1 et 7.2 valent pour V/¥{C), fibre générique de l'application 
composée X ^ C. 

Démonstration. — En utilisant les propriétés des coniques et le théorème de 
Tsen, on voit qu'il existe une extension finie F'/F, une courbe C sur F' et, sur 
F', une application rationnelle dominante de x x C vers X' = X x^ F'. 
D'après [79, Prop. 5.2 (b], la conjecture de Tate pour les diviseurs sur X 
résulte de la même conjecture sur P^ x P^ x C , laquelle est évidente. Il est 
clair que la F(C)-variété possède un zéro-cycle de degré 4. L'énoncé découle 
alors du théorème 7.8. □ 

Remarque 7.10. — La surface V possède clairement un zéro-cycle de 
degré 4. La conjecture 7.2 s'écrit donc ici : S'il existe une famille {zv}v(zcM 
de zéro-cycles locaux de degré 1 telle que pour tout élément A G Br(y) 
d'ordre impair on ait Yliv '^'^'^À^i^v)) = 0, alors il existe un zéro-cycle de 
degré 1 sur V. Cet énoncé est déjà obtenu par Parimala et Suresh dans [58]. 



Soient K un corps global, Q l'ensemble de ses places. Pour f G f2, on 
note Ky le complété de A' en w. On note Kg une clôture séparable de K 
et g = Gal{Ks/K). Pour toute A"-variété V, on note V = V Xk Kg, et 

Vv = V Xk Ky. 

8.1. Questions et conjectures en A'-théorie algébrique. — Soient F 
un corps, Fg une clôture séparable de k, puis g = Gal{Fs/ F). Soit V 
une F- variété lisse géométriquement intègre. On dispose de l'application 
(yf-équivariante définie par les symboles modérés 



théorème 7.4. 



□ 



8. Principe local-global pour non ramifié 



K2Fs{V)/K2Fs ^ 



F.i^) 
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Comme dans la proposition 6.2, on note : 

U{V) := KeT{H\gJ<,F,{V)/K2F,) H\g, 

x&VW 

Si maintenant F est un corps global K, on note 

mU{V) := KeT{Àf{V) YlÀf{V,)). 

V 

Soient V une fT-variété projective, lisse, géométriquement connexe. 

Conjecture 8.1. — Le groupe I\IAf{V) est fini. 

Question 8.2. — Si dim V = 2,\e groupe UIAfÇV) est-il nul ? 

Conjecture 8.3. — Si V est une K -surface géométriquement réglée, le 
groupe HLMiy) est nul. 

La conjecture 8.3 est inspirée de [16], où elle n'est formulée que pour les 
surfaces rationnelles (conjecture B, op. cit.) 

Comme expliqué dans [16] (voir aussi la sous-section 8.4 ci-dessous), cette 
conjecture implique l'essentiel des conjectures locales-globales sur les zéro- 
cycles d'une telle surface faites dans [16]. Pour X une surface fibrée en co- 
niques sur la droite projective sur un corps de nombres, la conjecture B de 
[16] fut établie par Salberger [68, Thm. (7.1)]. 

Remarque 8.4. — Des résultats sur les zéro-cycles, analogues à ceux du 
théorème 7.8, ont été obtenus pour les surfaces fibrées en coniques sur une 
courbe de genre quelconque sur un corps de nombres (le premier auteur, 
Frossard, van Hamel, Wittenberg, voir [81]). Dans ces travaux, on fait l'hy- 
pothèse que le groupe de Tate-Shafarevich de la jacobienne de la courbe est 
fini. C'est l'analogue de l'hypothèse que la conjecture de Tate vaut pour la 
surface S dans le théorème 7.8. 

Il conviendrait de vérifier que sans faire cette hypothèse les articles en ques- 
tion établissent IIIA/'(V) = pour toute telle surface V fibrée en coniques 
au-desssus d'une courbe de genre quelconque, et donc la conjecture 8.3 pour 
de telles surfaces. 

8.2. Traduction en termes de Hf^^. — Pour V une variété projective, lisse, 
géométriquement connexe sur le corps global K, on note 

mHliVM/m)) ■■= Ker{Hl{V,Q/Zi2)) ^ J] ^-(K, Q/Z(2))). 
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On note 

e : Hl{V,Q/Z{2)) ^ //^^(F, Q/Z(2)). 

Définissons III (Ker(e)) de la façon évidente. 

La flèche natureUe m (Ker(e)) UlH^^iV, Q/Z{2)) est un isomor- 
phisme. En effet, si L est une extension régulière de K, toute classe dans 
H^j.{V, Q/Z(2)) qui s'annule après extension des scalaires de A' à L s'annule 
par passage à Kg 

Notons l'ensemble, éventuellement vide, des places réelles de K. On 

a : 

/f3(/i,Q/Z(2)) ^ H\K,,Q/Zi2)) = Z/2, 

et 

i/^(J^,Q/Z(2)) ^ i74(ir,,Q/Z(2)) = 0. 

Pour la torsion première à la caractéristique de K, voir [57, Thm. I. 4.10]. 
Si K est un corps de fonctions d'une variable sur un corps fini de caracté- 
ristique p > 0, on a ^'„(2) = pour tout n > et donc H'"{K, Z/p"(2)) = 
pour tout entier r. 

De la proposition 6.2 on déduit alors : 

Proposition 8.5. — Soit K un corps global. On a une suite exacte 

^ A ^ mHl{x, Q/z(2)) mUiv) o, 

où A = (Z/2)*, avec s au plus égal au nombre de places réelles de K pour 
lesquelles l'ensemble V{K^) des K^-point de V est vide. 

Remarque 8.6. — Soit K = Q. Soit V/Q avec \/(M) = 0. Le groupe A vaut 
Z/2 si et seulement si —1 n'est pas une somme de 4 carrés dans Q(V") mais 
— 1 est une somme de 4 carrés dans Si V est une surface, alors —1 est 

une somme de 4 carrés dans M(y) (Pfister) et —1 une somme de 8 carrés dans 
Q(V^) (Jannsen et le premier auteur). C'est un problème ouvert de savoir s'il 
existe une telle surface V sur Q pour laquelle —1 n'est pas une somme de 4 
carrés dans Q{V). Voir à ce sujet [35]. 

Soit V une A'-variété projective, lisse, géométriquement connexe. D'après 
la proposition 8.5, les questions et conjectures du paragraphe 8.1 sont équiva- 
lentes aux questions et conjectures suivantes. 

Conjecture 8.7. — Le groupe HlHl^V, Q/Z(2)) est fini. 



3. C'est une propriété générale des foncteurs commutant aux limites inductives filtrantes. 



46 



JEAN-LOUIS COLLIOT-THÉLÈNE & BRUNO KAHN 



Question 8.8. — Si àimV = 2, le groupe mH^^{V,Q/Z){2) est-il fini 
d'exposant 2, nul si V possède des A'^-points pour toute place réelle v ? 

Conjecture 8.9. — Si V est une K-surface géométriquement réglée, le 
groupe Q/Z)(2) est un groupe fini A = (Z/2)^ avec s au plus 

égal au nombre de places réelles de K telles que V{Ky) = 0. 

Proposition 8.10. — Soit V/K une surface projective et lisse sur un corps 
global K. Soit l un premier distinct de la caractéristique de K. L'image de 
l'application de restriction aux complétés de K 

Hl{V,Ql/M^)) ^ n^nr(K,Q^/ZK2)) 

appartient à la somme directe H^j.{Vy, Qi/Zi{2)). 

Démonstration. — Soit V/U un modèle projectif et lisse de V/K au-dessus 
d'un ouvert U = Spec(O) de l'anneau des entiers du corps de nombres K, ou 
d'une courbe lisse sur un corps fini, de corps des fractions le corps global K 
de caractéristique positive. Soit ^ G H^{k{V), fi^^) une classe non ramifiée 
sur V. Les points (en nombre fini) de codimension 1 de V où le résidu de 
^ est non nul sont situés au-dessus d'un nombre fini de points fermés de U. 
Quitte à remplacer U par un ouvert non vide, on peut donc supposer que ^ 
appartient à H°{V, 1-L\iif^)). Pour tout v eU, son image G i^nr(K;, l^ff) 
appartient donc à iï^°(V Xq O^, V?{iJLf^)). Or S. Saito et K. Sato ont montré 
que pour une surface relative projective et lisse sur un anneau de valuation 
discrète hensélien excellent, à corps résiduel fini, ce demier groupe est nul 
([67], cf. [10, th. 3.16]). □ 

8.3. Sur un corps global de caractéristique positive. — Sur un tel corps, 
le lien entre les conjectures et questions ci-dessus et celles du §5 est fourni 
parla : 

Proposition 8.11. — Soit¥ un corps fini, C /¥ une ¥ -courbe projective lisse 
géométriquement connexe, K = F(C) son corps des fonctions, X une F- 
variété projective lisse géométriquement connexe, f : X ^ C un morphisme 
dominant à fibre générique lisse géométriquement intègre V/K. 
Pour tout l premier, l ^ car. F, on a une inclusion naturelle 

mHl{y,Qi/Zi{2)) ^ Hi{X,Qi/Zi{2)). 
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Démonstration. — Une classe dans 



H%K{V),Qi/Zii2)) = H%¥{X),Qi/Zii2)) 



qui est dans UlHl^{V, Qi/Zi(2)) a tous ses résidus nuls sur X. Elle appartient 



(a) La finitude de Hlj.{X, Qi/Zi{2)) (conjecture 5.1) entraîne la finitude de 
UIHl{V, Qi/Zi{2)) (conjecture 8.7) et de mj\f{V) (conjecture 8.1). 

(b) Pour X de dimension 3, la nullité de Hl^{X, Q;/Z;(2)) (question 5.4) 
entraîne la nullité de UIHl{V,Qi/Zi{2)) (question 8.8) et de UIAf{V) 
(question 8.3). 

Soient X ^ S ^ C des morphismes dominants de variétés projectives 
lisses, géométriquement connexes de dimensions respectives 3,2,1, sur un 
corps fini F de caractéristique p impaire, soit K = F(C) et 



Supposons que la fibre générique de X — )■ S* soit une conique. Pour / ^ 
p un nombre premier, le théorème de Parimala et Suresh (théorème 4.4 ci- 
dessus) donne Hl{X,Qi/Zi{2)) = 0. Pour la surface V/K = F(C), on a 
donc UIH^V, Qi/Zi{2)) = et mAf{V) = 0. On comparera ce résultat à 
la remarque 8.4 ci-dessus. 

8.4. Cas des surfaces rationnelles. — 

Soient F un corps et F, une clôture séparable de K. Soit g = Gal{Fs/ F). 
Soit V une F-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle. Le 
groupe de Picard Fic{V x p F,) est un g-réseau autodual. On note S le J^-tore 
de groupe de caractères le (^-réseau FicÇV x p Fg). Soit Ao{V) le groupe des 
zéro-cycles de degré zéro sur V modulo l'équivalence rationnelle. L'indice 
I{V) deV est le pgcd des degrés des points fermés de V. 

Théorème 8.12 ([1, 16, 6]). — Supposons !{¥) = 1. On a alors une suite 
exacte naturelle : 



Supposons maintenant que F soit un corps global K. L'application dia- 
gonale H^{K, S) — 7- Ylv H^i^^v, S) a son image dans la somme directe ; on 



donckHl{X,Qi/Zi{2)). 



□ 



Ainsi : 



X = X XcSpec K. 



Ao{V) H\F, S) J\f{V) 0. 



note 




V 
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La dualité de Tate-Nakayama pour le A'-tore S donne une injection 

^\K, S) ^ ïiom{H\K,Fic(V)),Q/Z). 

Pour une référence récente pour ces faits sur les K-tores, voir [5, Prop. 
2.34]. 

Le théorème 8.12 donne donc naissance au diagramme commutatif de 
suites exactes : 

y Ao{V) > H\K,S) y Àr{V) > 

y 0^o(K) > ^H\K,,S) y 0Ar(K) > 0. 

V V V 

La suite du serpent donne alors une suite exacte 

^ UIAo{V) m\K, S) ^ mAf{V) HAo(V) ^ H\k,S). 
On a donc : 

Proposition 8.13. — Dans la situation ci-dessus, on a équivalence entre les 
deux énoncés suivants 

(a) mUiV) = (Conjecture B de [16]). 

(b) L'injection UIAqÇV) M- UI^{K,S) est un isomorphisme et l'appli- 
cation '^Ao{V) — !■ ^^{K, S) est injective. 

□ 

L'énoncé (b) se réinterprète comme l'existence d'une suite exacte de grou- 
pes finis 

^ m^(A', S) -> Ao(X) ^ 0Ao(X^) ^ Hom(if^(A:,Pic(F)),Q/Z) 

soit encore, compte tenu de l' isomorphisme Br(y) /Br(A') H^{K, Pic(V^)), 
^ UI\K, S) -> Ao{X) ^ Ao(X^) -> Hom(Br(l^)/Br(A:),Q/Z). 

V 

Lorsque K est un corps de nombres, l'existence d'une telle suite exacte est 
la conjecture A de [16]. Qu'elle résulte de la conjecture B est déjà mentionné 
dans [16]. 

Pour une surface V fibrée en coniques sur P^, lorsque K est un corps 
de nombres, cette conjecture A fut établie par Salberger [68]. Nous sommes 
maintenant en mesure de donner un énoncé analogue sur un corps global K 
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de caractéristique positive. On observera que la méthode de démonstration est 
fort différente de celle de Salberger sur un corps de nombres. 

Théorème 8.14. — Soit K = F(C) le corps des fonctions d'une courbe pro- 
jective, lisse, géométriquement connexe sur un corps fini F de caractéristique 
différente de 2. Soit X une ¥-variété projective, lisse, géométriquement 
connexe, de dimension 3, équipée d'un morphisme X — )■ de fibre 
générique une conique. Soit V/ K la fibre générique de X ^ C, qui est 
une surface fibrée en coniques au-dessus de P]^, et donc géométriquement 
rationnelle. Supposons liV) = 1. On a alors une suite exacte de groupes de 
torsion 2-primaire : 

^ m^(A^ S) ^ Ao{V) ^ Ao(K) -> Hom(Br(l^)/Br(i^),Q/Z). 

V 

Démonstration. — Pour V/K comme ci-dessus, il est connu que les groupes 
intervenant dans cette suite sont de torsion 2-primaire, et même de 2-torsion 
(voir [16]). D'après la proposition 8.5, on a 

mif3^(X,Q2/Z2(2)) ^ mAf{V){2}. 

D'après la proposition 8.1 1 on a 

mif3^(V,Q2/Z2(2)) ^ Hl{X,Q2/Z,{2)). 

Le théorème 4.4 (Parimala et Suresh) donne H'^^{X,Q2/^2{2)) = 0. On a 
donc IiIJ\f(y){2} = 0. La démonstration de la proposition 8.13 valant com- 
posante /-primaire par composante /-primaire, ceci permet de conclure. □ 
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